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Vorwort zur ersten Auflage. 



Das vorliegende Bück enthält im wesentlichen dasjenige, was 
als die erste Hälfte des Lehrfaches „Mechanik" ina Winter des 
ersten Stadienjahres an der Technischen Hochschule za Hannover 
vorgetragen wird. Der Studienplan der Hochschule ist so einge- 
richtet, dafs die Vorträge über Mechanik erst beginnen, nachdem, 
die Studierenden etwa 2^/2 Monate lang Differential- und Integral- 
rechnung gehört haben. Auf Grund dieser Anordnung kann in den 
Vorträgen über Mechanik von den Grundbegriffen der Differential- 
und Integralrechnung Anwendung gemacht werden. Dieser Vorgang 
kommt nicht nur der Mechanik, sondern auch dem mathematischen 
unterrichte zu statten, weil dessen Ergebnisse durch die Anwendungen, 
die sie in der Mechanik finden, geübt und befestigt werden. 

Besonderes Gewicht wurde auf Einfachheit und Anschaulichkeit 
gelegt, sowie auf allmählichen Übergang vom Leichten zum Ver- 
wickelteren. Allen wichtigen Sätzen sind erläuternde Beispiele aus 
dem praktischen Leben und aus der Technik in kleinerem Drucke 
beigefügt. 

Der vorliegende erste Teil der Vorträge über Mechanik be- 
handelt die Mechanik des Punktes und der starren Körper. Die 
Mechanik der elastischen und der flüssigen Körper soll einen zweiten 
Teil, die allgemeine (analytische) Mechanik einen dritten Teil bilden, 
während eine eingehendere Elastizitätslehre vom Verfasser bereits 
1892/93 herausgegeben wurde. 

Bei der Abfassung des Buches ist auf Angabe der Quellen, 
auch der geschichtlichen, gröfstenteils verzichtet worden; doch sei 
hervorgehoben, dafs mir das Lehrbuch der technischen Mechanik 
von A. Eitter in Aachen, meinem hochverehrten Lehrer, in vielen 
Beziehungen ein Vorbild gewesen ist. Diejenigen Stellen, an denen 
ich Bitters Werk unmittelbar benutzte, sind im Buche angegeben. 



IV Vorwort. 

Aach dem Lehrbuche der technischen Mechanik von Oscar Hoppe 
in Clausthal verdanke ich wertvolle Anregung. 

Den Schlufs des Buches bildet ein alphabetisches Verzeichnis 
der in den Formeln benutzten Buchstaben, sowie ein alphabetisches 
Inhaltsverzeichnis. 

Hannover, im Januar 1896. 

. Keck. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Mit Kücksicht auf die freundliche Aufnahme, welche diesem 
Buche bei seinem ersten Erscheinen zuteil geworden ist, habe ich 
bei der Bearbeitung der zweiten Auflage den Hauptplan der ersten 
Ausgabe beibehalten. 

Die Einfachheit und Anschaulichkeit der Behandlung des Stoffes 
habe ich zu verbessern gesucht durch Hinzufugung einiger neuen 
Holzschnitte, durch Verbesserung solcher Figuren, die nicht nach 
Wunsch ausgefallen waren, sowie durch zahlreiche kleine Änderungen 
und Ergänzungen im Texte. Auch die Zahl der erläuternden 
Beispiele wurde vermehrt durch die Vorführung der Steinzange 
und des Bremsberges. 

Den in dankenswerter Weise mir erteilten Winken und 
Batschlägen zur Verbesserung des Buches habe ich nach Möglich- 
keit Bechnung getragen. 

Hannover, im Januar 1900. 

Keck. 



Vorwort zur dritten Auflage. 



Nachdem mit Ablauf weniger Jahre wiederum eine Neuauflage 
dieses Buches erforderlich geworden, habe ich auf Ersuchen der 
Verlagsbuchhandlung und im Einvernehmen mit den Erben des 
leider zu früh verstorbenen Verfassers die Durchsicht und Bearbeitung 
derselben übernommen. In Eücksicht auf den regen Zuspruch, 
welchen das Buch in seinem jetzigem Bestände seit seinem ersten 
Erscheinen im Jahre 1896 gefunden hat, und insbesondere gegen- 
über den darin niedergelegten, einer langjährigen erfolgreichen 
Lehrtätigkeit entsprungenen Erfahrungen des Verfassers im Bereiche 
des behandelten Lehrgebietes habe ich, selbst erst seit einigen 
Jahren der Lehrtätigkeit obliegend, mir die weitgehendste Zurück- 
haltung bei vorliegender Bearbeitung auferlegen zu sollen geglaubt. 
Aus demselben Grunde ist auch davon abgesehen, den veränderten 
Lehrplänen, welche sich aus der Einführung gesonderter Vorlesungen 
über Mechanik bezw. Statik für Architekten, Bauingenieure und 
Maschineningenieure an der Technischen Hochschule zu Hannover 
im Oktober 1901 ergeben haben, im einzelnen Rechnung zu tragen. 

In den Kapiteln über Zusammensetzung und Zerlegung von 
Kräften in einer Ebene, Ermittelung der Momente von Kräften etc. 
sind, entsprechend der StoflFanordnung in den Vorträgen, die 
graphischen Methoden etwas eingehender als in den vorhergehenden 
Auflagen und in unmittelbarer Nebeneinanderstellung mit der 
analytischen Behandlung des Gegenstandes berücksichtigt. Auch 
sind im Anschlufs daran einige weitere wichtige graphostatische 
Sätze und Eegeln hinzugefügt. — Die theoretische Behandlung der 
Schraube hat eine geringe Ergänzung erfahren und ist als Beispiel 
für die Anwendung nicht sperrenden Gewindes die sogenannte 
„Stützspindel" aufgenommen. — 

Im übrigen haben wesentliche Änderungen nicht stattgefunden, 
so dafs das Buch auch in seiner neuen Auflage in der Hauptsache 
noch als Werk seines Urhebers gelten mufs. 

Hannover, im Herbst 1904. 

L Hotopp. 
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Allgemeines- 

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der Körper 
und Yon den Ursachen der Bewegung, den Kräften. 

Während ein Körper sich bewegt, führt jeder Punkt desselben 
seine besondere Bewegung aus, und es wird die Bewegung des 
ganzen Körpers erst dann völlig bekannt sein, wenn man sie für 
jeden einzelnen seiner Punkte angeben kann. 

Ein Punkt beschreibt bei seiner Bewegung eine ununterbrochene 
Bahnlinie, während zugleich eine gewisse Zeit verfliefst. Zur 
Kenntnis der Bewegung eines Punktes ist daher erforderlich, dafs 
man die Form der Bahnlinie kennt und aufserdem anzugeben ver- 
mag, an welcher Stelle seiner Bahn der bewegliche Punkt sich in 
jedem Augenblicke befindet. 

Soll die Bewegung eines Körpers aus ihren Ursachen hergeleitet 
werden, so mufs man aufser der geometrischen Form und Gröfse der 
Körper auch noch gewisse physikalische Eigenschaften derselben, 
zunächst ihre Stoffmenge, ihren Gehalt an träger Materie, berücksich- 
tigen, weil diese von wesentlichem Einflufs auf die Bewegung ist. Die 
Menge der trägen Materie wird kurz die Masse des Körpers genannt. 

Je kleiner die räumliche Ausdehnung eines Körpers ist im 
Verhältnisse zur Längenerstreckung der Bahnlinien seiner einzelnen 
Punkte, desto näher werden diese einzelnen Bahnlinien aneinander 
rücken, desto weniger werden sie sich also räumlich voneinander 
unterscheiden. Betrachtet man z. B. die Bewegung einer geworfenen 
Kugel aus einiger Entfernung, so wird man in vielen Fällen nicht 
mehr die verschiedenen Bahnlinien der einzelnen Punkte getrennt 
auffassen, sondern man wird diese sämtlichen Bahnlinien als zu 
einer einzigen (etwa der des Mittelpunktes) zusammengeschrumpft 
ansehen und nur von einer BahnUnie der geworfenen Kugel sprechen. 
Dabei wird also die räumliche Ausdehnung der Kugel völlig ver- 
nachlässigt, sie wird hinsichtlich der geometrischen Untersuchung 
als zu einem Punkte verdichtet angesehen; jedoch denkt man sich 
diesen Punkt als behaftet mit der Masse des entsprechenden Körpers 
und bezeichnet ihn als einen Massenpunkt (materiellen Punkt). 

Keck, Mecbanik J. 1 



2 Einleitung. 

Wenn man z. B. sagt, die Erde bewege sich in einer Ellipse 
um die Sonne, so fafst man damit unseren ganzen Planeten als 
einen einzigen Massenpunkt auf, indem man sich die ganze Masse 
der Erde in ihrem Mittelpunkte vereinigt denkt. Wir wissen freilich, 
dafs, wegen der gleichzeitigen Drehung der Erde um ihre Achse, 
die einzelnen Punkte der Erde durchaus nicht sämtlich Ellipsen, 
sondern verschiedene cykloidenartige Kurven beschreiben, aber 
dennoch ist die Auffassung der Erde als einfacher Massenpunkt 
bei solchen Untersuchungen zulässig, bei denen es auf die Ver- 
schiedenartigkeit der Bewegungen der einzelnen Punkte nicht an- 
kommt, während dagegen bei anderen Untersuchungen gerade die 
verschiedene Lage der einzelnen Punkte der Erde von Wichtigkeit 
sein kann, so dafs dann natürlich die räumliche Ausdehnung der 
Erde nicht vernachlässigt werden darf. 

In Fällen dieser Art, wo die Form und Gröfse eines Körpers 
nicht unberücksichtigt bleiben darf, betrachtet man ihn als aus 
Massenpunkten zusammengesetzt und bezeichnet ihn als eine Gruppe 
von Massenpunkten. 

Ob man also in einem gegebenen Falle den sich bewegenden 
Körper als einfachen Massenpunkt, oder aber als eine Massengruppe 
zu behandeln hat, hängt nicht so sehr von der Gröfse des Körpers, 
sondern vielmehr von der Art der vorliegenden Aufgabe ab. 
Übrigens wird später gezeigt werden, dafs die Ergebnisse der 
Untersuchungen, bei denen ein sich bewegender Körper als zu einem 
Punkte verdichtet angesehen wurde, nicht etwa ungenau, oder nur 
annähernd richtig sind, sondern für einen bestimmten Punkt des 
Körpers (den Schwerpunkt) vollständige Gültigkeit haben. 

Es kann daher eine Untersuchung, bei welcher ein Körper als 
Massenpunkt angesehen wurde, jederzeit weiter ausgeführt und 
eingehender behandelt werden, indem man dazu übergeht, den be- 
treffenden Körper nunmehr als eine Massen gruppe au&ufassen. 
Es ist dann nur eine Vervollständigung, nicht aber eine Verbesserung 
oder Berichtigung der ersten einfacheren Untersuchung nötig. 

Wir werden uns nun zunächst mit der Bewegung eines ein- 
fachen Massenpunktes beschäftigen und erst später zu der Be- 
handlung von Massengruppen übergehen. 



Erste Abteilung. 



Mechanik des Massenpunktes. 



Die Bewegung eines Massenpunktes heifst geradlinig oder 
krummlinig, je nachdem die Bahnlinie eine Gerade oder eine 
Kurve ist. unter der ,,Bichtung der Bewegung^ versteht man die 
Richtung der Bahnlinie an derjenigen Stelle, wo der Massenpunkt 
sich augenblicklich befindet. Bei der geradlinigen Bewegung ist 
also die Bewegungsrichtung dauernd dieselbe; bei der krummlinigen 
Bewegung ändert sie sich fortwährend. 

1. Darstellung des Gesetzes der geradlinigen Bewegung 

eines Punktes. 

Bewegt sich ein Massenpunkt auf einer Geraden, so kann der 
Ort P desselben in irgend einem Augenblicke durch seinen Abstand s 
von einem festen Punkte A der Bahnlinie AM (Fig. 1) 
angegeben werden. Die während der Bewegung ver- ^^' 
fiiefsende Zeit wird von irgend einem Zeitpunkt an nach i 
Zeiteinheiten (etwa Sekunden) gezählt und mit t (von tempus) r^^ 
bezeichnet, während s (von spatium) in Längeneinheiten (etwa 
Metern) ausgedrückt wird. Ist nun zwischen den beiden 
veränderlichen Gröften s und t eine Beziehung bekannt, etwa j^^ 

s «/(«), 
so kann man für jeden Wert von t, d. h. für jeden Zeitpunkt, die zuge* 
hörige Gröfse s und damit die Lage des Massenpunktes auf seiner 
Bahnlinie berechnen. Es wird daher die Gleichung s =f{t) das 
Bewegungsgesetz der geradlinigen Bewegung des Massenpunktes 
genannt. 

Ein solches Bewegungsgesetz wird am besten anschaulich gemacht 
durch eine bildliche Darstellung, indem man die Zeitgröfsen t nach 
einem beliebig gewählten Mafsstab als Abszissen, die Längen s 
ebenso als Ordinaten aufträgt. Die Bahnlinie AM kann dann 
unmittelbar als Ordinatenachse benutzt werden. Die so erhaltene 
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Linie BQ, (Fig. 3) nennen wir die Wegeslängen-Knrve (die man 
aber ja nicht als Bahnlinie auffassen darf). Ans Fig. 3 erkennt 
man, dafs der Massenpunkt zu Anfang der Betrach- 
tung, d. h. fQr f = 0, schon in einem Abstand 
AB = s^ von dem Festpunkt Ä sich befand, 
und dafs dieser Abstand a sich mit wachsender 
Zeit Yergröfsert, dafs der Massenpunkt sich also 
in der Richtung Ton Ä nach M bewegen wird. 
Nach t^=AR Zeiteinheiten ist e=Q,B; zieht 
man nun darch Q, eine Parallele zar Zeitacfase, so 
bestimmt diese den augenblicklichen Ort P auf der Bahnlinie Ä M. 




Fig. 3. 




Beispiet; Das Bewegnngsgesetz 3=1-)-'/*'' 
liefert fSr angenommene Werte 0, I, 2, . . . folgende 
zugehörige Werte von s: 

<=0 12 3 4 
s= 1 1V4 3 3V* 5. 
Das Bewegnngsgesetz läfst sich auch schreiben 
(ä=2 '2 (s — 1); dies ist die Gleichung einer Parabel 
mit lotrechter Achse and dem Scheitel B (Fig. 3). 

In manchen Fällen, wo das Gesetz einer 
Bewegung nicht bekannt ist, verschafft man 
sich dadurch eine mi^glichst genaue Kenntnis desselben, dais man 
den als Massenpunkt zu betrachtenden beweglichen EOrper mit einem 
Schreibstifte versieht, der auf einer durch 
ein Uhrwerk gleichmäfsig gedrehten Papier- 
walze W die bildliche Darstellung des Be- 
wegnngsgesetzes selbsttätig aufzeichnet. 
So kann z. B. ein yeränderlieber Wasser- 
stand durch Schwimmer sich selbsttätig 
auftragen, indem ein mit dem Schwimmer 8 
verbundener Schreibstift P die ent- 
sprechende Kurve (Flutkurve) beschreibt 
(Fig. 4). Gewöhnlich ist der Wechsel der 
Wasserstandshöhe zur unmittelbaren Auf- 
tragung zu grols; alsdann ist die lotrechte 
Bewegung durch geeignetes Räderwerk in 
verkleinertem Mafsstah (etwa 1 : 25) zur 
Darstellung zu bringen. 
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a) Gleichfonnige Bewegung eines Punktes. Geschwindigkeit. 

Der einfachste Fall eines Bewegangsgesetzes ist offenbar die 
geradlinige (lineare) Form 

1) 8 = 8q + et Fig. 5. 

(mit ^0 und c als unveränderlichen Gröfsen), welche 
durch die Gerade BQ (Fig. 5) dargestellt wird. 
Für t==AB ist 8 = BQ^AP, Gibt man t 
einen anderen, etwa gröfseren Wert ti=AIli^ 
so wird 

Durch Abziehen der ersten Gleichung von der 

letzten entsteht 

/ . , 8i — s zurückgelegter Weg 

8. — 8 = evtl -- t) oder c = 7*^ — - = — 7 — , . — ^-77- • 
^ VI/ ti — t entsprechende Zeit 

Die unveränderliche Gröfse c der Gl. 1 ist also das Verhältnis der 
zurückgelegten Wegeslänge zu der Anzahl der dazu verbrauchten 
Zeiteinheiten. Eine Bewegung, bei der dieses Verhältnis 
des Weges zur Zeit sich nicht ändert, bei der also in 
gleichen Zeiträumen stets gleiche Wegeslängen zurück- 
gelegt werden, heifst eine gleichförmige. 

Wählt man den beliebigen Zeitraum ti — t gleich der Zeit- 
einheit, so bedeutet <? = «j — s die in jeder Zeiteinheit zurückgelegte 
Wegeslänge, und dieses Verhältnis: Weg durch Zeit, oder 
die in jeder Zeiteinheit zurückgelegte Wegeslänge 
heifst die Geschwindigkeit c (von celeritas) der gleich- 
förmigen Bewegung. 

In der Darstellung des Bewegungsgesetzes (Fig. 5) erscheint die 



Geschwindigkeit c = 



Äi 



— 8 Q^N 



ti — t QN 
Verhältnis der Wegeslängen-Kurve BQ. 

Ist das Ansteigungsverhältnis der Geraden 
BQ negativ (Fig. 6), so erhalten wir das Gesetz 
* = *o — ^^ i^i' negativer Geschwindigkeit c; es 
bedeutet dies eine rückläufige Bewegung von B 
nach dem Festpunkt A hin. 

Ist BQ, der Zeitachse parallel, d. h. ist tg a 
und damit die Geschwindigkeit <? = 0, so bleibt s 
unverändert =8^; der Massenpunkt ruht also. 



= tg a als das Ansteigungs- 



Fig. 6. 
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Fig. 7. 



b) Ungleichrörmige Bewegung eines Punktes. 

Hat das Bewegungsgesetz s ^f{t) nicht die einfach lineare Form^ 
ist die Wegeslängen-Enrve also eine krumme Linie (Fig. 7), so ist das 
Verhältnis von *i — « zu <i — t veränderlich; man 
nennt dann die Bewegung eine ungleichförmige. 
Während des Zeitraumes BBi=ti — t = At 
wird eine Wegeslänge PP^ = ^^ — 8 = As 
zurückgelegt. Stellt man sich nun vor, dafs 
diese Strecke A e^ statt nach dem gegebenen Be- 
wegungsgesetze von dem Massenpunkte gleich- 
förmig durchlaufen würde, so wäre 



8, 



8 



As 




^ t^ — t~At 

die Geschwindigkeit dieser gedachten gleichförmigen Bewegung; die 
Sehne QQ^ gäbe die Darstellung des Gesetzes derselben, und das An- 
steigungs-Verhältnis dieser Sehne das Mafs der Geschwindigkeit Vm- 
Die Geschwindigkeit v^, (von velocitas) dieser gleichförmigen Be- 
wegung, vermöge deren der sich bewegende Punkt in dem Zeiträume 
ty^ — t dieselbe Wegeslänge s^ — s zurücklegen würde wie nach dem 
wirklichen Bewegungsgesetze, nennt man die mittlere Oesehwindigkeit 
für den Zeitraum tx—t. 

Die stellvertretende gleichförmige Bewegung, dargestellt durch 
die Sehne QQi, wird sich nun der gegebenen Bewegung, dargestellt 
durch die Kurve QQi, in der Nähe des Zeitpunktes t um so mehr 
anschmiegen, also von ihr um so weniger abweichen, je kleiner man 
den Zeitraum t^ — t = At und mithin auch die Sehne QQi wählt. 
Läfst man den Zeitraum Ai im Sinne der Differentialrechnung zu 
einem unendlich kleinen Zeitteilchen dt werden, so rückt auch der 
Eurvenpunkt Qi dem Punkte Q unendlich nahe, und aus der Sehne 
QQi wird dann eine Berührungsgerade der Kurve im Punkte Q. 
Die für das unendlich kleine Zeitteilchen dt berech- 
nete mittlere Geschwindigkeit 
2) v=^d8:dt 

bezeichnet man als die Geschwindigkeit der gegebenen 
Bewegung im Zeitpunkte t Sie erscheint als das An- 
steigungs-Yerhältnis der entsprechenden Berühr nngsgeraden 
der Wegeslängen-Kurve oder (was dasselbe ist) als das Ansteigungs- 
Verhältnis der Wegeslängen-Kurve selbst. Man bestimmt 
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die Geschwindigkeit im Zeitpunkte t als die erste 

Abgeleitete oder den ersten Differential-Quotienten 

da 
v=— =/'(<) des gegebenen Bewegungs-Gesetzes s=f{t). 

ds 
Die Form v=— , in welcher bei ungleichförmiger Bewegung 

CLv 

die Geschwindigkeit ausgedrückt wird, entspricht der Form c =-j 

bei der gleichförmigen Bewegung; man betrachtet aber nur ein 
unendlich kleines Teilchen der Bewegung und denkt sich dieses 
durch eine gleichförmige mit derselben Wegeslänge ds ersetzt. 

Beispiel : Dem Bewegungsgesetz 8 = 1 + V4 *^ (S. 4) entspricht hiernach 
eine von der Zeit t abhängige Geschwindigkeit, ein Geschwindigkeitsgesetz 

^~' dt ~~ 2 
Für t = ist v = 0; mit fortlaufender Zeit nimmt die Geschwindigkeit v 
gleichmäfsig zu. Man ersieht auch aus Fig. 3, dafs das Ansteigungs-Verhältnis 
der Kurve BQ bei JB gleich Null ist und nach rechts fortwährend zunimmt. 

Da die Geschwindigkeit die auf eine Zeiteinheit bezogene 
Wegeslänge bezeichnet, so müssen bei einer Geschwindigkeits-Zahl 
selbstverständlich auch die Längeneinheit und die Zeiteinheit be- 
kannt sein, auf welche sich die Zahl bezieht. Bechnet man nach 
Metern und Sekunden, so schreibt man z. B. v = 3 "/sek wenn die 
sekundliche Geschwindigkeit 3 Meter beträgt, während v = 10 ^"/gta 
eine Geschwindigkeit von 10 Kilometern in einer Stunde bedeutet. 

Kilometer, Meter, Centimeter und Millimeter werden durch 
km, m, cm und mm bezeichnet, während Stunde, Minute und 
Sekunde durch std, min und sek ausgedrückt werden sollen. 

Zuweilen kennt man von einer Bewegung nur die in einzelnen 
gröfseren Zeiträumen zurückgelegten Wegeslängen, kann daraus dann 
die mittlere Geschwindigkeit für jeden dieser Zeiträume berechnen 
und betrachtet diese annäherungsweise als wahre Geschwindigkeiten, 
indem man jeden Bewegungsteil als einen gleichförmigen ansieht. 






Beispiel 1 : Letzteres findet Anwendung bei der zeichnerischen Darstellun 
der Fahrpläne der Eisenbahnzüge. Ein Eisenbahnzug ist freilich eine vielfältig 
zusammengesetzte Körpergruppe, deren einzelne Teile die verschiedenartigsten 
Bewegungen ausführen. Für den Zweck der Fahrpläne kommen aber diese 
verwickelten Verhältnisse nicht in Betracht. Vielmehr denkt man sich den 
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ganzen Zug zq einem Punkte zusammengedrängt, denkt sich die Mittellinie des 
Gleises geradlinig gestreckt und längs dieser Mittellinie den Punkt sich ver- 
schiebend. Als Wegeslängen trägt man die Strecken von Mitte zu Mitte der 
Stationen auf. Die Bewegungen von Station zu Station, welche in Wirklichkeit 
zum Teil ungleichförmige sind, betrachtet man annähernd als gleichförmig, 
indem man die Bewegungsgesetze nach mittleren Geschwindigkeiten durch gerade 
Linien darstellt. Auf der 

wagerechten Grundlinie Fijr, g 

(Fig. 8) sind die Zeiten, 
von Mittemacht begin- 
nend, aufgetragen, und 
zwar bedeuten die kleinen 
Teile je 10 Minuten. Auf 
der lotrechten Achse sind 
die Strecken der Bahn- 
linie , nach Kilometern 
angegeben, abgeteilt, und 
z. B. mit H (Hannover), 
/^(Seelze), TTCWunstorf), 
B (Bückeburg) und M 

(Minden) bezeichnet. Ein Nachtschnellzug, um 2 Uhr 25 Min. von Hannover 
abfahrend, trifft 2 Uhr 45 Min. in Wunstorf ein, fährt nach 1 Minute Auf- 
enthalt weiter, ist 3 Uhr 16 Minuten in Bückeburg, hat 1 Minute Aufenthalt 
und langt 3 Uhr 37 Min. in Minden an. Dieser Zug ist durch die gebrochene 
Linie AC dargestellt. Den Stationsaufenthalt bezeichnet ein kurzer wage- 
rechter Strich oder Absatz. Der Linienzug DE bezieht sich auf einen 
Gegenzug, der um 2 Uhr 11 Min. in Minden abfährt und 3 Uhr 12 Min. in 
Hannover eintrifft. Der Schnittpunkt F beider Linien kennzeichnet den Zeit- 
punkt und die Stelle (zwischen B und TF), wo beide Züge aneinander vorbei- 
fahren. Da die Eisenbahn doppelgleisig ist, kann dies auf freier Strecke (zwischen 
2 Bahnhöfen) geschehen, wogegen es bei eingleisigen Bahnen nur auf einer Station 
möglich wäre. Der Linienzug GH bezeichnet einen Güterzug, dessen erheblich 
geringere Geschwindigkeit aus der schwächeren Ansteigung hervorgeht. Dieser 
Güterzug hält längere Zeit in Seelze und wird hier von dem ohne Aufenthalt 
durchfahrenden Schnellzug überholt. Linien, die nach derselben Seite hin an- 
steigen, bezeichnen Züge in derselben Eichtung, die auf demselben Gleise fahren, 
sich daher nur auf Stationen überholen können. Dieserhalb dürfen Linien, die nach 
derselben Seite hin ansteigen, sich nur auf Stationslinien durchschneiden. Solche 
Fahrpläne enthalten in Wirklichkeit sämtliche Züge zu einem Bilde vereinigt 
und sind ein unentbehrliches Hülfsmittel des Betriebes, wenn es sich um Ein- 
legung von Sonderzügen, um Ausführung von Gleisarbeiten u. dergl. handelt, 
weil man daraus klar erkennen kann, zu welchen Zeiten die Gleise für neue Züge 
oder für Arbeiten frei sind. In der wirklichen Ausführung liegt freilich die 
Zeitachse lotrecht, die Längenachse wagerecht, doch lediglich aus äufsereu 
Zweckmäfsigkeits-Rücksichten, die mit dem Wesen der Sache nichts zu tun haben. 
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Die 33,8 km zwißchen Wunstorf und Bückeburg werden in 30 Minuten 
zurückgelegt, d. h. mit einer mittleren Geschwindigkeit von l,i«7 Kilometern 
in der Minute 

= 1,127 km/njin = 60 • 1,127 km/gQ „j^ = 67,62 ^^/gid oder 



1127 m/60 sek 



-gö" ™/««k = 18,8 m/sek . 



Eine sekundliche Geschwindigkeit von 20 » würde gleichbedeutend sein mit 

^^^^ »/sek = 72000 m/rtd = 72 ton/gtd, 



20- 



3600 



Fig. 9. 



d. h. mit einer stündlichen Geschwindigkeit von 72 km ^ während 

100 km/.td = -^^ "/sek = 27,78 m/^ek 

bedeuten. 

Beispiel 2 : Hat ein Badfahrer eine sekundliche Geschwindigkeit von 5 m, 
so legt er in der Stunde 5 • 3600«» = 18 km zurück, oder es ist 

5 m/g,i, = ^1^ «n/aek = 18 000 "/std = 18 km/,td . 

Beispiel 3: Die lotrechte Auf- und Abwärts-Bewegung eines der Ebbe 
und Flut unterworfenen Wasserspiegels erfolge nach dem ßewegungsgesetz 
Ä = 3 + 2 sin Vß T *, wobei die Zeiten t in Stunden (abgekürzt std), die Wege s 
in Metern zu verstehen sind. Die Darstellung dieses Gesetzes (die Flutkurve) 
hat dann die Form der 
Fig. 9. Für t = 3 Stunden 
erreicht sin ^/ent seinen 
gröfsten Wert sin V^ ^ 
= 1, für t == 9 »td seinen 
kleinsten Wert sin '/^ t: 
= — 1, so dafs 8 zwischen 
dem gröfsten Werte 5 m 
und dem kleinsten Wert 
1 n» schwankt. Das Ge- 
schwindigkeits- Gesetz ist 

v = 1/3 TT cos Ve TT ^ = 1 ,047 • cos ^/67ct. Für * = , < = 1 2 und ganze Vielfache 
davon hat v seinen gröfsten Wert, nämlich Vmaa = 1,047 m/g^d . Für t = 6 , 
t = 18, 30 u. s. w. hat v seinen gröfsten negativen oder seinen Minimalwert, 
nämlich Vmin = — 1 ,047 ^/etd . Die Geschwindigkeit v ist positiv, solange die 
Wegeslängenkurve nach rechts ansteigt, und umgekehrt ; sie ist Null, wenn das 
Steigen in Fallen übergeht, und umgekehrt, d. h. an den höchsten und tiefsten 
Punkten der Kurve, nämlich für * = 3, 9, 15 u. s. w. — Fig. 9 stellt eine ideelle 
Fiutkurve dar. Die wahren Fiutkurven weichen davon zunächst grundsätzlich 
in der Weise ab, dafs wegen der Bewegung des Mondes um die Erde die Zeit 
zwischen zwei höchsten Wasserständen nicht 12 Stunden, sondern mehr, nämlich 
12 Stunden 25 Minuten beträgt. Aufserdem enthalten die wirklichen Flut- 
kurven Unregelmäfsigkeiten, die von der örtlichen Gestaltung der Flufsbetten, 
des Meerbodens, der Ufer, den Windverhältnissen u. s. w. abhängen. 
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Fig. 10. 




2. Darstellung des Geschwindigkeits-Gesetzes der 
geradlinigen Bewegung eines Punktes. 

Wie 8 eine f{t) war, so ist die Abgeleitete davon, nämlich v^ 
ebenfalls eine q> (t) = f (t) , welche das Oeschwindigkeits - Gesetz 
heifsen möge und ebenfalls zeichnerisch dargestellt werden kann. 

Während man aus der Darstellung des Bewegungsgesetzes die 
in einem beliebigen Zeiträume zurückgelegte Wegeslänge unmittelbar 
abgreifen konnte, ist dies aus dem Geschwindig- 
keits-Gesetze nicht ohne weiteres möglich. Da 
aber die Geschwindigkeit v aus dem Bewegungs- 
gesetz 8=f{t) durch Differentiation 
v = d8:dt zu finden war, so mufs man durch 
das umgekehrte Verfahren, d. h. durch Inte- 
gration, auch von t; zu ^ gelangen können. Es 
ist nämlich d8 = V'dt, folglich mittels sog. 
unbestimmter Integration 

s = Jv'dt + C. 

Die im allgemeinen unbestimmte Integrations* Eonstante C läfst sich 
feststellen, wenn zu einem bestimmten Werte von t der zugehörige 
Wert von 8 bekannt ist, etwa für den Anfang der Beobachtung 
^ = der Wert « = «o • 

Beispiel: Für die Bewegung eines Massenpunktes sei das Geschwindig- 
keitsgesetz v = St'^ gegeben ; der Massenpunkt habe zu Anfang schon eine 
Entfernung Sq = S^ von dem gewählten Pestpunkte der Bahnlinie. Dann ist 

Die Gröfse C ist nun an die Bedingung gebunden, dafs die Gleichung für * = 
den Wert « = 3 liefern mufs. Setzt man demnach diese beiden Gröfsen in 
die Gleichung ein, also 3 = 4-C', so bestimmt sich 0=3, und das Be- 
wegungsgesetz lautet 

5 = 3 + #\ 
(Als Probe erhält man hieraus wieder v==ds :dt = ^t^.) 

Die Gleichung d8 = V'dt hat übrigens auch eine geometrische 
Bedeutung, indem vdt den Inhalt des unmittelbar rechts neben 
V == BQ (Fig. 10) liegenden lotrechten Flächenstreifens der Ge- 
schwindigkeitskurve darstellt (mit Vernachlässigung einer unendlich 
kleinen Gröfse höherer Ordnung). Daher mufs die endliche Weges- 
länge ^2 — *i» die zwischen den Zeitpunkten t = ti und < = ^ zurück- 
gelegt wird, durch die Summe aller zwischenliegenden Flächenstreifen, 
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d. h. durch die endliche Fläche Q^Q^R^^i ausgedrückt sein. Oder: 
die während einer gewissen Zeit, d. h. zwischen zwei 
gegebenen Zeitpunkten, zurückgelegte Wegeslänge 
wird dargestellt durch den Inhalt derjenigen Fläche, 
welche von der Geschwindigkeitskurve, der Zeitachse 
und den, jenen beiden Zeitpunkten entsprechenden 
Geschwindigkeits-Ordinaten eingeschlossen ist. 

Analytisch bedeutet dies Ä2~~^i = \^*^^» ^.Iso das bestimmte 

Integral der Gleichung ds^vdt, zwischen den Zeitgrenzen <i und 
^2 genommen. 

Läfst man den auf der Bahnlinie (Fig. 2) zu wählenden Fest- 
punkt mit der Anfangslage des beweglichen Punktes zusammenfallen, 
d. b. «0 = werden, so ergibt sich für die Wegeslänge von ^ = bis 
t=^t (indem man 8i= 8q = 0^ ti ==0 setzt und statt <2 ^^^ *2 

einfach t und s schreibt): 8=\v'dt, (1 

Jt=o 

a) fileiehförmig veränderte Beviregang. Beschieunigang. 

Der einfachste Fall einer ungleichförmigen (mit veränderlicher 
Geschwindigkeit erfolgenden) Bewegung ist offenbar ein solcher, 
wobei die ganze Geschwindigkeitsändernng während eines bestimmten 
Zeitraumes t sich gleichmäfsig über letzteren verteilt. Ist also c 
die Anfangsgeschwindigkeit, v die Geschwindigkeit nach t Zeitein- 
heiten, so beträgt die ganze Geschwindigkeitsänderung v — c während 
des Zeitraumes t Soll diese Änderung sich gleichmäfsig über die 
Zeit t erstrecken, so mufs sie für jede Zeiteinheit (v — c):t be- 
tragen. Setzt man diese gleichbleibende Geschwindigkeitsänderung für 
jede Zeiteinheit = 2?, so wird die Gesamtänderung v — e=pt oder 

v = e+pt* (2 

Eine solche Bewegung, bei welcher die Änderung 
der Geschwindigkeit verhältnisgleich mit der ent- 
sprechenden Zeit erfolgt, heifst eine gleichförmig ver- 
änderte Bewegung, und GL 2 ist ihr Geschwindigkeitsgesetz. 

Ist die in jeder Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeits- 
Änderung p positiv, d.h. eine Zunahme, so heifst sie Beschleunigung, 
und die Bewegung wird eine gleichförmig beschleunigte 
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genannt Im entgegengesetzten Falle hat der Massenpankt eine 
gleichförmig verzögerte Bewegung, und die dann negativ 
werdende Geschwindigkeits - Änderung in der Zeiteinheit heifst 
Verzügeruiig; das entsprechende Geschwindigkeitsgesetz ist 

3) v = c — pt. 

Offenbar kann eine Verzögerung einfach wie eine negative Be- 
schleunigung behandelt werden. 

Das Geschwindigkeitsgesetz v = c + pt^ in welchem v und t 
veränderlich, c und p unveränderlich sind, wird durch eine an- 
steigende Grade BQ (Fig. 11) dargestellt. pig, u 
Die Beschleunigung 

v — c NQ 
P=-7- = ;ß^.= tga 

erscheint dabei als das Ansteigungsverhältnis 
der Geschwindigkeitslinie BQ. 

Die zufolge einer gleichf5rmig beschleu- 
nigten Bewegung während des Zeitraumes 
t = AB zurückgelegte Wegeslänge s ist (nach dem allgemeinen 
Satze auf S. 11) gleich der Flächenzahl der Figur ABQB, d. h. 

4) 8=y2(V + C)t. 

Soll s aber durch c, p und t ausgedrückt werden, so zerlege 
man das Trapez in das Rechteck ABNB = ct und das Dreieck 
BNQ=y2t'NQ=^/2t'pt=y2pt^, so dafs 

5) . 8^Ct+ ^/2pt^ 

entsteht Das Bechteck zeigt hierbei den Einflufs der Anfangs- 
geschwindigkeit, das Dreieck ^/2pt^ dagegen den Einflufs der Be- 
schleunigung auf die Wegeslänge. Will man endlich noch s durch 
c, V und p ausdrücken, so ersetze man in Gl. 4 die Gröfse t durch 

, um zu erhalten 

P 

^. v + cv — c v'^ — e^ 

^ 2 p 2p 

Für die gleichförmig verzögerte Bewegung, bei der {?>v, 
gelten die Gleichungen 3, 5 und 6 ebenfalls, sobald darin + p 
mit — p vertauscht wird. 

Legt man Meter und Sekunden zu Grunde, so kann eine 
Geschwindigkeit geschrieben werden: v^/sek- Die Beschleunigung ist 
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aber eine Geschwindigkeitszunahme, geteilt durch eine Zeit oder 
die auf die Zeiteinheit bezogene Geschwindigkeitszunahme, ist daher 
zu schreiben p^/gek* und zu sprechen: p Meter in der Quadrat- 
sekunde. (Vorschlag von A. Hasselblatt, Petersburg.) 

Beispiel 1 : Ein Eisenbahnzug setze sich vom Bahnhof aus in Bewegung 
und habe, nachdem 180 Sekunden seit der Abfahrt verstrichen sind, seine volle 
Geschwindigkeit von 25 "/gek erreicht ; es soll unter der Annahme, dafs die Be- 
wegung eine gleichförmig beschleunigte sei, die Gröfse der Beschleunigung, 
sowie die während der Anfahrt (d. h. der 180 ^ek) zurückgelegte Wegeslänge 
berechnet werden. xj,. ,0 

Die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes 
(Fig. 12) ist in diesem Falle, wo die Anfangs- 
geschwindigkeit = 0, ein Dreieck. Die Beschleuni- 
gung ist das Ansteigungsverhältnis der Geraden A Q, 
mithin 25 1 

oder es wächst die Geschwindigkeit in jeder Sekunde um 0,i4 ™/gek . 

In k'a/gtd^ d.h. in Kilometern für die Quadrat stunde, ausgedrückt, wird 

* = i -^^F = ' '''''' "^'"'^ = •'"" ""/•"• 

wovon man sich auch leicht überzeugt, wenn man die Aufgabe mit 

1 std 
t7 = 90km/gtd und « = 180 8ek= durchführt. 

Die Wegeslänge während der Anfahrt wird gemessen durch den Inhalt 
des Dreiecks AQR^ d. h. es ist 

180-25 __ 
s = 5 = 22o0 m . 

Wenn der Zug auf freier Strecke die soeben erlangte Geschwindigkeit unver- 
ändert beibehält, so ist die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes dieser 
nun gleichförmigen Bewegung eine durch den Punkt Q gezogene Wagerechte. 

Soll der Zug nun auf der nächsten Haltestelle zum Stillstande kommen, 
so mufs er durch geeignete Mittel (Widerstände, Bremsen, unter AbsteUung 
des Dampfes der Lokomotive) verzögert werden. Es seien diese Mittel so be- 
schaffen, dafs sie dem Zug eine gleichbleibende Verzögerung von 0,4™/gek^ 
erteilen; wie lange wird diese gleichförmig verzögerte Be- j,. ^o« 

wegung bis zum Stillstande währen, und wie grofs wird 
ihre Wegeslänge sein, d. h. in welcher Entfernung vor der 
Haltestelle mufs sie beginnen (müssen die Bremsen angezogen 
werden) ? 

Die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes sei QiB 
(Fig. 12 a). Da die Geschwindigkeit von 25™/8ek während jeder 
Sekunde um 0,4 "/gek sich vermindert, so sind 25 : 0,4 = 62,6 »«^ = B^ 5 zur 
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völligen Aufzehrung der Geschwindigkeit erforderlich. Die Wegeslänge in 
diesen 62,5 »«k beträgt nach der Figur V« • 25 • 6 >,6 = 781,«» m ; d. h. etwa 781 « 
vor der Haltestelle mufs die Verzögerung beginnen. 

Die Wegeslängen der gleichförmig beschleunigen und verzögerten Be- 
wegungen würden bei gleichbleibender Geschwindigkeit von 20^^/$%^ je in der 
Hälfte der Zeit zurückgelegt sein. Durch Anhalten und Wiederanfahren gehen 
daher, im Vergleicjie zum einfachen Durchfahren, 90 + 31,«6 = 12l,w««k oder 
rund 3 Minuten verloren. Mit Einschlufs von einer Minute Aufenthalt kostet 
also jeder Haltepunkt einem Schnellzuge 3 Minuten Mehraufwand an Zeit. 

Die Annahme, dafs die Anfahrt und das Anhalten gleichförmig ver- 
änderte Bewegungen seien, ist eine vereinfachende Voraussetzung; das wahre 
Geschwindigkeitsgesetz wird sich nicht durch gerade Linien darstellen, ist 
vielmehr schwieriger zu ermitteln und hängt von vielen Umständen ab, die 
Mer nicht berücksichtigt werden können. 

Beispiel 2 : Ein Gewehrgeschofs verlasse den 0,8 ^ langen Gewehrlauf 
mit einer sekundlichen Geschwindigkeit von 400 m. Wenn man nun die im 
Augenblicke des Abfeuems mit der Geschwindigkeit Null beginnende beschleu- 
nigte Bewegung des Geschosses im Rohre wieder annähernd als gleichförmig 
beschleunigt betrachtet, wie lange dauert sodann die Bewegung im Bohr und 
wie grofs ist die Beschleunigung? 

Die Geschwindigkeitsfigur ist wiederum ein Dreieck, dessen Inhalt = 0,8 
(Wegeslänge) sein mufs. Nennt man die Zeit t, so ist -^ * = 0,8 , d. h. 

200 1000 250 * 
In dieser geringen Zeit wächst die sekundliche Geschwindigkeit von Null auf 

400 m; die Beschleunigung beträgt also 400 :;r^ = 400 • 2o0 = 100000in/8ek». 

Diese überraschend grofse Zahl ist so zu verstehen, dafs, wenn die gleichförmig 
beschleunigte Bewegung unter Einwirkung der Pulvergase 1 Sekunde lang in 
unveränderter Weise fortdauerte, eine Geschwindigkeit von lOOOOO^/sek ent- 
stehen wurde. Die beschleunigte Bewegung in dem Bohre währt aber nur 
^/26o 8oif und bringt daher nur 400 ™/sek Geschwindigkeit hervor. 



b) Ungleichfönnig veränderte Bewegung. 

Ändert sieb die Geschwindigkeit einer Bewegung nicht ver- 
hältnismäfsig mit der Zeit, so beifst die Bewegung eine ungleich- 
förmig veränderte; das Geschwindigkeitsgesetz ist dann nicht mehr 
einfach geradlinig, sondern von der allgemeinen Form v = q)(t)^ 
oder die Geschwindigkeitslinie ist irgend eine Kurve. 

In derselben Weise nun, wie auf S. 6 der Begriff der Geschwindig- 
keit, ausgehend von der gleichförmigen Bewegung, durch 
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Fig. 13. 



Verallgemeinerang auf beliebige Bewegungen ausgedehnt wurde, findet 
auch hinsichtlich der Beschleunigung der geradlinigen Bewegung 
eine allgemeinere Fassung des Begriffes statt. 
Ist BQQi (Fig. 13) die Geschwindigkeitslinie, 
so erfolgt in dem Zeiträume BBi = At eine 
Geschwindigkeitszunahme NQi=Av. Zieht 
man nun die Sehne QQ^ so ist diese die 
Geschwindigkeitslinie einer gleichf&rmig be- 
schleunigten Bewegung, vermöge .welcher die 
Geschwindigkeit in dem Zeiträume At von v auf 
V + Av^ also um die gleiche Gröfse, wächst wie 

bei der gegebenen Bewegung. ^^ = -t— ist dann die mittlere 

Beschleunigung für diesen bestimmten Zeitraum BBi. Wenn der 
beliebige Zeitraum J ^ zur Grenze Null herabsinkt, nähert sich diese 
mittlere Beschleunigung p einem bestimmten Grenzwerte ^, und 




Jt ^ 



Av 



diesen Grenzwert p = lim -r- oder 

^ At 



1) 



P = 



dv 
'dt 



nennt man die Beschleunigung zur Zeit t. Die Beschleuni- 
gung p ist die Abgeleitete der Geschwindigkeit v nach 
der Zeit ^, oder die zweite Abgeleitete der Wegeslänge s nach 
der Zeit t. 



dt 



dt 



d(^ 



Die Beschleunigung erscheint wegen p = dv: dt als das An- 
steigungsverhältnis der Geschwindigkeitslinie, ebenso wie die 
Geschwindigkeit das Änsteigungsverhältnis der Wegeslängenkurve 
(S. 6) war. 

Beispiel: Zu dem Bewegungsgesetz s = 3-j-2 sin ^/eirt (S. 9) gehörte 
das Geschwindigkeitsgesetz v = '^/sn cos ^/ent = 1,047 cos ^/eTzt. Hieraus 
ergibt sich die veränderliche Beschleunigung 

p = — — - -2 sin -^ TT f = — 0,548 sm-T-Tzt. 
lob b 

Indem man p = dv:dt oder dv=^pdt schreibt, betrachtet 
man die Geschwindigkeitsänderung dv als verhältnisgleich mit der 
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Zeit dt^ betrachtet also ein Teilchen der beliebigen Bewegung als 
gleichförmig verändert. Für einen endlichen Zeitraam ti — t 
ist dann die Geschwindigkeitszunahme 

3) i/i — v=^\p'dt\ 

oder man kann auch die Geschwindigkeit v im Zeitpunkte t in 
Form eines u unbestimmten Integrals 

4) v = Jpdt + C 

schreiben, worin der Wert C bestimmt werden kann, wenn für 
irgend einen Zeitpunkt die Geschwindigkeit bekannt ist. 

Beispiel 1 : Bas gegebene Bewegungsgesetz sei (auf Meter und Sekunden 
bezogen) 

dann ergibt sich die Geschwindigkeit 

t? = d5:d* = 6 — 4* + *2^ 
die Beschleunigung 

jß=zdv\dt = — 4 + 2*. 

Man erkennt, dafs hier eine ungleichförmig veränderte Bewegung vorliegt, da 
p mit der Zeit t veränderlich. Zu Anfang, d. h. für * = ist p = — 4 "»/seit», 
die Bewegung ist also eine verzögerte; die Geschwindigkeit, welche zu Anfang 

6™/8ek betrug, nimmt zunächst ab. Es ist aber i? = für * = 28eic. Die 

Geschwindigkeits- Ab nähme hört also auf nach 2 Sekunden, und es beginnt 
dann eine beschleunigte Bewegung, und zwar wächst nun auch die Be- 
schleunigung verhältnisgleich mit der Zeit. Der Zeitpunkt # = 2 8«^^ wo die 
Geschwindigkeit aufhört abzunehmen und zu wachsen beginnt, gibt für t? 
einen Kleinstwert v«t»n = 2m/8ek. Die Geschwindigkeitslinie ist eine Parabel 
mit lotrecht aufwärts gerichteter Achse; der Scheitel 
entspricht dem Zeitwerte ^ = 2 Sekunden. Die wäh- pj^ 14^ 

rend der ersten 4 Sekunden zurückgelegte Wegeslänge 
s — «0 ist leicht als die unterhalb der Parabel BGD 
(Fig. 14) befindliche Fläche zu berechnen. Da man i 
weifs, dafs die Parabelfläche B CD = ^/s des umschrie- 
benen Eechtecks ist, so wird 

5 — *o = 6 • 4 — 2/3 (6 — 2) 4 = 13V3 ^ . 

Zur Prüfung liefert das Bewegungsgesetz 

für t==A s =1573, 

für < = Sq== 2 , mithin s ^ Sq-= W/s^. 
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Beispiel 2: Eine geiadlinige Bewegung erfolge mit der Beschleunigung 
p = 2-\-St\ und es sei für * = 0: v = c=l, 8q = 0. Dann wird aus 



1?— 1= ((2 



-\-Zt'')dt==2t'ht^ oder v = l + 2t + t^ und 



Ü' 




8= Ui+2t + t^)dt = t + f^ + yAtK 

3. Zusammensetzung mehrerer gleichzeitigen Bewegungen 

eines Punictes. 

Ein Massenpunkt durchlaufe während der Zeit t die Bahnlinie 
AB (Fig. 15), und zwar in der Richtung von A nach B; diese 
Bahnlinie gehöre aber einem Körper an, welcher sich derartig 
parallel verschiebt, dafs der Punkt A der Linie AB während der 
Zeit t die Bewegung AO ausführt und die 
ganze Bahnlinie AB in die parallele Lage ^^' 

Ol? kommt. Dann wird der Massenpunkt 
infolge der beiden gleichzeitigen Bewegungen 
aus der Anfangslage A in irgend einer Bahn- 
linie nach Z> gelangen, und man nennt diese 
wahre Bewegung AJD die Mittelbewegung oder Resultierende 
aus den beiden Seitenbewegungen AB und AC. 

Anstatt diese wahre Bewegung AD als das Ergebnis der 
Bewegungen A B und AOzn bezeichnen, sagt man auch wohl kürzer, 
der Massenpunkt führe zwei gleichzeitige Seitenbewegungen aus, 
womit aber stets nur der beschriebene Vorgang gemeint sein soll. 
Da die Figur AB DO ein Parallelogramm ist, so ergibt sich ohne 
weiteres der Satz vom Parallelogramm der Bewegungen: 

Führt ein Massenpunkt gleichzeitig zwei Seiten- 
bewegungen aus, so ist der dem Anfangspunkt A 
gegenüberliegende Eckpunkt des aus den beiden Seiten- 
bewegungen gezeichneten Parallelogrammes der wahre 
Ort des Punktes. 

Man denke sich auf dem Stabe AB ein Sonnenkäferchen entlang laufend, 
während man den Stab parallel nach CD verschiebt; dann gelangt das 
Sonnenkäferchen in Wirklichkeit von A nach D, 

Eine Gerade AB von bestimmter Richtung, bestimmter Qröise 
und einem Pfeile, der einen bestimmten Bewegungssinn angibt, 

Keck, Mechanik I. 2 
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Fig. 17. 



nennt man eine Strecke. AB sei die Strecke a^, AC die Strecke y. 
Zur Bestimmang des Punktes Z> ist offenbar nicbt die Zeichnung 
des ganzen Parallelogramms erforderlich; vielmehr genügt es, an 
den flndpunkt B der Strecke <r die parallel ver- 
schobene Strecke BD^y anzutragen (Fig. 16). 
Beide bilden dann einen sog. „Streckenzug"", 
und man kann sagen: Der wahre Ort D 
des Punktes ist der Endpunkt des 
aus den beiden Seitenbewegungen 
gebildeten Streckenzuges. Die Reihen- 
folge der Zusammensetzung ist offenbar gleichgültig. Der Strecken- 
zug AC=y und CD^x führt zu demselben Endpunkte D. 

Sind die Gesetze der beiden Seitenbewegungen bekannt, so dafs 
man für den Zeitpunkt t die Strecken ofj und y berechnen kann, 
so ist auch der Ort des beweglichen Punktes für jeden Zeitwert t 
bekannt und damit auch die Bahnlinie der 
Mittelbewegung AD völlig bestimmt. 

Beispiel: Die eine Seitenbewegung folge dem 
Gesetze x = t (in Metern und Sekunden), sei also 
gleichförmig, die andere dem Gesetz 

y=: 1/2* -f VioT"^ 
(also gleichförmig beschleunigt). Dann ist für 
*=0 1 2 3 4 5 
a; = 1 2 3 4 5 

y^O 0,6 1,4 2,4 3,6 5. 

Die Gleichung der Bahnlinie findet man, indem man t = x m die Gleichung 
für y einsetzt, y = V2 ä; + V^o ^^. I^ies bedeutet eine Parabel als Bahnlinie 

des Punktes. „. -^ 

Flg. 18. 

Erleidet, während die Seitenbewegungen 
AB und AC erfolgen, die ganze Ebene 
derselben eine Parallelverschiebung z in der 
Richtung von A nach E (Fig. 18), so wird 
der Massenpunkt, der infolge der beiden 
Bewegungen x und y nach D gelangen 
würde, sich nunmehr nach H bewegen, und 
es folgt der Satz vom Parallelepiped der 
Bewegungen : 

Hat ein Massenpunkt drei gleichzeitige Seiten- 
bewegungen, so ist der dem Anfangspunkte gegenüber- 
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liegende Eckpunkte des ans den drei Seitenbewegungen 
bestimmten Parallelepipeds, oder der Endpunkt des 
aus den Seitenbewegungen «r, y und z gebildeten 
Streckenzages ^J9i>^ der wahre Ort des Punktes. 

Als Beispiel könnten die Bewegungsgesetze: a? = *; y= V«*-|- V"**; 
z=^Zt benutzt werden. 

Im allgemeinen ist die wahre Bahnlinie eine räumliche Eur^e. 

a) Zusammensetzung der Oeschwindigkeiten. 

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichförmige, geradlinige 
Seitenbewegungen mit den Geschwindigkeiten w bezw. u ; dann sind 
die Wegeslängen nach t Zeiteinheiten 
(Fig. 19) ^ Fig. 19. 

AB = x = wi und AC = y = ut', 

innerhalb eines anderen, etwa kleineren 
Zeitraumes t^ : 

ABy= 0^1 = wti und 

ACi = y^ = uti . 

Der wahre Ort nach t bezw. t^ Zeit- 
einheiten ergibt sich durch den Streckenzug ABD bezw. A B^ D^ 
zu D bezw. l>i . Es findet aber statt: 

AB t BD t , AB BD 
— • 7— Aisn — = 

ABj^ t^ ' B^D^ t, ' ABl ^lA' 

mithin sind die Dreiecke ABD und AB^Di ähnlich, so dafs 
A, Dl und D auf derselben Geraden liegen müssen. Da dies für 
alle Werte für t und ti gilt, so mufs die wahre oder Mittel- 
bewegung geradlinig erfolgen. Zugleich ist aber auch wegen 

AD AB t 
der Ähnlichkeit = = — , oder die Wegeslängen A D 

A Dl A Bi ti 

und ADi sind den entsprechenden Zeiten t und t^ verhältnisgleich. 
Die Mittelbewegung aus zwei geradlinigen uud gleichförmigen 
Seitenbewegungen ist hiemach ebenfalls geradlinig und gleichförmig. 
Ihre Geschwindigkeit v erhält man, indem man den willkürlichen 
Zeitraum ti zur Zeiteinheit werden läfst. Dann wird ABx=w', 
BiDi =u und ADi = v, oder die Geschwindigkeit v der wahren 
oder Mittelbewegung erscheint als die Schlufsseite eines aus den 




n 
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Geschwindigkeiten der Seitenbevregungen gebildeten Streckenzages^ 

(Fig. 20). Der Pfeil der Schlafsseite eines Streckenzages wird stets- 

von dem Anfange nach dem Ende des Strecken- 

zages verstanden, wie es sich hier bezflglich der ^' 

Geschwindigkeit v als notwendig ergibt Die 

in dieser Weise verstandene Schlafsstrecke eines 

Streckenzages heifst aach die geometrische 

Summe der Einzelstrecken. 

2) Sind die beiden Seitenbewegungen nicht gleichförmig, er- 
folgen sie vielmehr nach beliebigen Bewegangsgesetzen^^JS — of =f{ty 
und AO=y = q>{t) (Fig. 21), so ändern 
sich^JS and ÄOim allgemeinen nicht ^ ^^- ^^* 
verhältnisgleich ; es wird daher die Mittel- 
bewegang krammlinig aasfallen. Gleich- 
wohl läfst sich fQr jeden Zeitpankt t der 
wahre Ort des Massenpanktes aas den 
Seitenbewegangen ^ and y konstraieren. 
Ändert sich t am dt^ so werden in 
diesem Zeitteilchen die Seitenbewegungen i?jBi = da?, CCi = dy 
zurückgelegt, and der Massenpankt gelangt von Z> nach I>i^ 
Nan sind aber die Geschwindigkeiten der beiden Seitenbewegangen 

dtX! dti 

im Zeitpanke t: w = —r— bezw. t* = — i^. Setzt man hiernach 

dt dt 

dx =s wdt and dy = udt^ so betrachtet man für die Dauer eine»^ 
Zeitteilchens dt die Seitenbewegangen als gleichförmig, so daf» 
für die augenblickliche Geschwindigkeit v der wahren oder Mittel- 
bewegung die für gleichförmige Bewegungen abgeleitete Fig. 20 
gültig bleibt. Die Richtung der Geschwindigkeit v fällt 
hiernach mit der Sehne DD^, also, da diese unendlich klein^ 
mit der Richtung der Bahnlinie, d. h. mit der Bewegungs- 
richtung zusammen. Auch ist, wie bei der geradlinigen Be- 
wegung V = I. ^ = "77"» Die Geschwindigkeiten w und u der 

Seitenbewegungen nennt man kürzer die Seitengeschwindig- 
keiten des Massenpanktes, v die wahre oder Mittelgeschwin- 
digkeit. Es gilt also fQr zwei beliebige geradlinige Seiten- 
bewegangen der Satz vom Parallelogramm oder vom Dreieck der 
Geschwindigkeiten: Die Mittelgeschwindigkeit ist die 
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Diagonale eines Parallelogrammes aas den Seiten- 
:gescbwindigkeiten, oder i'ie geometrische Samme der 
Seiten geschwindigkeiten. 

Hiernach kann die Mittelgeschwindigkeit, die wahre oder 
resaltierende Geschwindigkeit durch Zeichnung gefunden werden; 
will man aber ihre Gröfse und Sichtung 
-durch Rechnung bestimmen, so bedenke man, Fig. 22. 

^äfs in dem Dreieck ABD (Fig. 22) 

v^ = w^ + u^ — 2wu cosABDj oder 

weil cos ^^Z> = cos {n — a) = — cos a, 

1) V = V w'^ + u^ -\- 2wu eos a ; 

ebenso gilt sin q> : sin ABD = w : v, also, weil sin J.5Z> = sin a, 

:2) sm (p = sin a 




V 

Ol. 1 liefert die Gröfse, Gl. 2 sodann die Richtung von v. Dabei 
ist zu bemerken, dafs die Strecken w und u stets in der Weise an- 
einander zu setzen sind, dafs die Pfeile in dem Zuge ABD 
übereinstimmenden Umfahrungssinn haben, und dais dann der Pfeil 
Ton V stets yom Anfang A nach dem Endpunkte D des Strecken- 
2uges gerichtet ist. 

Je kleiner der Winkel a wird, desto mehr nähert sich u der 
Sichtung von AB^ desto näher fällt also auch v der Sichtung 
von w. Fallen schlieislich w und u in dieselbe Sichtung, so wird 
a = 0, cos a = 1, sin a == 0, und man erhält v^w + u; 93 = 0. 
In diesem Falle wird die Mittelgeschwindigkeit t/, welche allgemein 
-die geometrische Summe von w und u, auch arithmetisch gleich 
<ler Summe von w und u. 

Je mehr sich der Winkel a dem Winkel Jt nähert, desto 
niedriger wird wiederum das Geschwindigkeits-Dreieck, desto kleiner 
wird die Schlufsseite v. Ist a = ;r, so wird cos a = — 1 , sin a =0, 
mithin, wenn w>u gedacht ist, v=^w — i«; 9> = 0. 

In beiden Fällen a = und a = ;r wird v die algebraische 
Summe von w und w, nämlich w + u bezw. w — n. 
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Von besouderer Wichtigkeit ist noch der Fall, wo die beiden 
Seitengeschwindigkeiten zueinander rechtwinklig stehen (Fig. 23). 
Es ist dann 



« = 



V =V w^ -t V?; tg 9> = w : IV. 

Ist z. B., bezogen auf Sekunden und Meter, w 
1, so wird 



Fig. 23. 



= 2, 



'<U 




^\m 



V 



= )/'5 = 2,236; tgsp = Va, ^ = 26« 34'. 



Fig. 24. 




3) Hat man drei, nicht in derselben Ebene liegende, gleich- 
förmige Seitenbewegongen mit den Geschwindigkeiten w, unnic 
zusammenzusetzen (Fig. 24), so liefern 
zunächst zwei derselben, AB und AC^ als 
Mittelbewegung wiederum eine gerad- 
linige gleichförmige Bewegung A D mit 
der Geschwindigkeit t/^, welche aus dem 
Streckenzuge AB und BD als AD 
gefunden wird. Fügt man nun zu der 
Bewegung AD noch die dritte Seiten- 
bewegung AE hinzu, so hat mau 
wiederum zwei geradlinige, gleichförmige 

Bewegungen zusammenzusetzen; man verlegt daher et parallel aa 
den Endpunkt Z> von ^Z> und erhält H als Endpunkt der wahren 
oder Mittelbewegung, welche geradlinig und gleichförmig von A 
nach H erfolgen mufs. 

Läfst man in Fig. 24 ^=1 werden, so erscheint die wahre 
oder Mittelgeschwindigkeit v als Diagonale eines^ 
Parallelepipeds aus den drei Seitengeschwindigkeiten, 
oder als die Schlufsseite eines räumlichen, aus de» 
drei Seitengeschwindigkeiten gebildeten Streckenzuges, 
welche man auch wiederum die geometrische Summe 
der Seitengeschwindigkeiten nennen kann. 

Dieser Satz vom Parallelepiped oder (räumlichen) Viereck der 
Geschwindigkeiten erhält auch Gültigkeit für ungleichförmige Seiten- 
bewegungen, wenn man dieselben Betrachtungen anstellt, wie auf 
S. 20 bezüglich zweier Seitenbewegungen geschah. 



3 b. Zusammensetzung der Beschleunigungen. 



23 



Stehen die 3 Seitengeschwindigkeiten rechtwinklig zaeinander 
(Fig. 25), so wird die wahre (resultierende) oder Mittelgeschwindigkeit 

V =y w^ -\- u^ + {?^ 



Fig. 25. 




und für die Neigungswinkel a, ß und y 
der Geschwindigkeit v gegen die Bichtun- 
gen w, u und c ergibt sich, weil die 
Seitenfläche BJDHF rechtwinklig zu w 
steht, also auch 2(. ABB ein Rechter, 
cos a = iö : V] ebenso cos ß= u : v und 
cos y = c:v. 



b) Znsammensetznng der Beschleunigungen. 

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichförmig beschleunigte Seiten- 
bewegungen AB und AO, welche beide mit den Geschwindigkeiten 
Null beginnen. Die Beschleunigungen 
seien p und q (Fig. 26); dann ist in t 
Zeiteinheiten (nach Gl. 5, S. 12): 

in fj Zeiteinheiten: 

Die wahren Orte des Massenpuhktes sind 
1> bezw. Z>i. ^ " • ' 



Fig. 26. 




Somit ist 



BD 



es sind also die 



AB^ t{^ ByD^' 

Dreiecke ABD und AB^D^^ ähnlich, daher die wahre Bewegung 

AD AB <* 
geradlinig. Für die Wegeslängen gilt aber == = —ö, 

ADi ABl ti 

oder sie sind mit den Quadraten der entsprechenden Zeiten ver- 
hältnisgleich. Für ein solches Bewegungsgesetz s == at^ gilt aber 
v = 2 at, d. h. die Mittelbewegung ist wiederum eine gleichförmig 
beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Nennt man 
sodann die Beschleunigung dieser Bewegung r, so kann AD== ^/2rt'^ 
ADi = V2^<i^ gesetzt werden. Wählt man endlich den beliebigen 
Zeitraum t^ so, dafs V2<i^=l wird, so werden ABi, B^D^ und 
ADi bezw. zu p, q und r, und es erscheint die Beschleunigung 
der wahren oder Mittelbewegung, welche kürzer die Mittel - 
beschlennigung genannt wird, ebenso wie die Geschwindigkeit, 
als Schlufslinie eines aus den Seitenbeschleunigungen 
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gebildeten Streckenzuges, als geometrische Samme 
der Seitenbeschleunigungen, oder als Diagonale eines 
Parallelogramms aus den Seitenbeschleunigungen. 

2) Dies gilt einstweilen nur, wenn die beiden Seitenbewegungen 
gleichförmig beschleunigt sind und mit der Geschwindigkeit Null 
beginnen, so dafs die Mittelbewegung geradlinig wird. Erfolgen die 
Seitenbewegungen aber nach beliebigen Bewegungsgesetzen, so ent- 
steht eine krummlinige Bewegung, und für diese mufs der Begriff 
der Beschleunigung erst eine Verallgemeinerung erfahren. 

Die Richtung der Geschwindigkeit fällt nach Seite 20 mit der 
Bewegungsrichtung zusammen. Bei einer geradlinigen Bewegung 
bleibt also die Richtung der Geschwindigkeit dieselbe, es ändert 
sich nur deren Gröfse, und zwar während d^ Zeitteilchens dt um 
dv^pdt Diese Vergröfserung von v kann man nun auch so 
auffassen, als ob zu der früheren Geschwindigkeit v eine neue Ge- 
schwindigkeit dv=pdt hinzugetreten wäre, und man nennt diese 
letztere die Elementarbeschleunigung, welche mittels Teilung 
durch das Zeitteilchen dt die (auf die Zeiteinheit bezogene) Be- 
schleunigung p = dvidt liefert. 

Bei der krummlinigen Bewegung ändert sich während eines 
Zeitteilchen dt sowohl die Gröfse, wie auch die Richtung der 
Geschwindigkeit (Fig. 27); diejenige' 
Geschwindigkeit nun, welche mit 
der im Zeitpunkte t vorhandenen 

Geschwindigkeit v zusammengesetzt ^- A^ 

werden mufs, um mit ihr die fQr 
den Zeitpunkt t + dt geltende Ge- 
schwindigkeit V + dv nach Gröfse 
und Richtung zu ergeben, heifst 
wiederum die Elementarbeschleunigung, welche dann, durch 
dt geteilt, die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung im 
Zeitpunkte t nach Gröfse und Richtung liefert. 

Stellt also in Fig. 27 FG die Geschwindigkeit v im Zeit- 
punkte t, FH die Geschwindigkeit v + dv im Zeitpunkte t + dt 
dar, so ist GH die Elementarbeschleunigung = dw. Letztere kann 
offenbar als die geometrische Differenz zwischen v + dv und v, oder 
weil sie unendlich klein, als das geometrische Differential von v 
bezeichnet werden. 



Fig. 27. 
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Die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung ADD^ 
im Zeitpunkte t bezeichnet man nun als p =^ du: dt^ d. h. als die 
geometrische Abgeleitete von v nach t und als mit der Bichtung 
von du übereinstimmend. Die Beschleunigung weicht hier- 
nach bei krummliniger Bewegung stets von der Be- 
wegungsrichtung (v) ab. 

Bei der Zusammensetzung zweier beliebigen geradlinigen Seiten- 
bewegungen ist nun die Geschwindigkeit v =^ AD im Zeitpunkte t 
(Fig. 28) die Mittelgeschwindigkeit aus w 
und u, die Geschwindigkeit v + dv ^ ADi ^^^* ^^• 

im Zeitpunkte t + dt die Mittelgeschwindig- 
keit aus w + dw und u + du. Legt man 
beide Streckenzüge so aufeinander, dafs v 
und V 4- dv gemeinsamen Anfangspunkt A 
haben, so ist l>J>i die geometrische DifFe- ^ b & 

renz von v + dv und v, oder die Elementar- 
beschleunigung = r-dt^ wenn r die Beschleunigung. l?Di ist aber 
die Schlufsseite eines aus dw = p-dt und du — q' dt gebildeten 
Streckenzuges DED^. Dasselbe Verhältnis mufs also auch 
zwischen r, p und q bestehen; mithin gilt auch für zwei beliebige 
geradlinige Seitenbewegungen das auf S. 23 unter 1 ausgesprochene 
Gesetz für die Beschleunigung. 

Für die Berechnung der Gröfse und Richtung der Mittel- 
beschleunigung r gelten dieselben Formeln wie für die Geschwindig- 
keit (S. 21); man braucht in denselben nur ty, u und v mit p, q 
und r zu vertäuschen. 

Ähnliche Betrachtungen, wie solche bezüglich der Geschwindig- 
keiten (S. 22 und 23) angestellt wurden, führen auch leicht zum Satze 
vom Parallelepiped oder Viereck der Beschleunigungen. 

c) Zusammensetzung krummliniger Seitenbevvegnngen. 

Die im vorstehenden ausführlich entwickelten Gesetze für die 
Zusammensetzung von zwei oder drei Bewegungen, von deren Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen bleiben auch noch gültig, 
wenn die Seitenbewegungen nicht geradlinig, sondern krummlinig 
erfolgen. Unerläfsliche Bedingung hierfür ist aber, dafs die beweg- 
liche Bahnlinie eine reine Parallel Verschiebung erfahre. 
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Fig. 29. 




Bewegt sich der Massenpunkt in der Bahnlinie AB (Fig. 29), 
während diese eine Verschiebung in die Lage CD erf&hrt, so 
erkennt man leicht, dafs D der Ort des 
Massenpnnktes nach der Bewegung sein 
mufs, und dafs es gleichgültig ist, ob man 
den Punkt 1> mittels der wahren Be- 
wegungslinien AB, Aü und BD festlegt, 
oder ob man die Sehnen AB, AO nni BD 
benutzt und aus ihnen ein Parallelogramm 
oder einen Streckenzug ABD bildet. Auch 
für die Geschwindigkeit v der wahren Be- 
wegung in irgend einem Zeitpunkte t mufs der früher (S. 21) be- 
wiesene Satz aus dem Grunde gültig bleiben, weil mit dem Begriff« 
der Geschwindigkeit grundsätzlich die Vorstellung verbunden ist, 
dafs man jede krummlinige Bewegung für ein unendlich kleines 
Zeitteilchen als geradlinig und gleichf[^rmig betrachten darf, so dafs 
man es in jedem Zeitpunkte nur mit der Zusammensetzung der 
Geschwindigkeit solcher einfachen Bewegungen zu tun hat. 

Dafs auch bezüglich der Beschleunigungen das Entsprechende 
gilt, ergibt sich durch folgende Betrachtung: AB und AC (Fig. 30) 
seien die Seitenbewegungen während eines 
Zeitteilchens; w und w + dw bezw. u 
und u + du die Seitengeschwindigkeiten 
zu Anfang und zu Ende desselben. Man 
trage w und w + dw von einem Punkte 
O aus auf. Setze daran die Strecken 
PB = u beiw. QS = li + du. Dann 
ist OJR == V die wahre Geschwindigkeit 
im Zeitpunkte t, OS=^v + dv diejenige 
im Zeitpunkte t + dt. Darnach wird dann 
BS = r'dt die Elementarbeschleunigung 
und r = B8:dt die Beschleunigung der 
Mittelbewegung; PQ=p'dt ist die Ele- 
mentarbeschleunigung der ersten Seiten- 
bewegung. Macht man nun QT= und 
TS = q^'dt die zweite Elementarbeschleunigung, und weil 

SO erscheint BS=r'dt als Schlufslinie eines Streckenzuges aus 



Fig. 30. 




PB ==^ u, so wird 
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BT^P'dt uod T8=q'dt. MithiD mufs auch r die Schlufslinie 
eines Streckenzuges aus p und q sein. Damit ist der Satz vom 
Dreieck oder Parallelogramm der Beschleunigungen allgemein 
bewiesen. Die Erweiterung zum Satze vom Parallelepiped bezw. 
räumlichen Viereck der Beschleunigungen bat keine Schwierigkeit. 
Erfährt aber die Bahnlinie AB nicht eine einfache Parallel- 
yerschiebung, sondern eine allgemeinere Bewegung, so werden die 
Beziehungen der wahren oder Mittelbewegung verwickelter; dieser 
schwierige Fall wird erst später in der Allgemeinen Mechanik 
behandelt. 

d) Zerlegung von Bewegungen, Geschwindigkeiten und 

Beschlennignngen. 

Wie man aus zwei bezw. drei gleichzeitigen Seitenbewegungen 
mit Hülfe der Gesetze vom Dreieck bezw. Viereck der Bewegungen 
die Mittelbewegung finden konnte, wie ferner die Seitengeschwindig- 
keiten und Beschleunigungen zu den Mittel-Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen sich zusammensetzen liefsen, so kann auch 
umgekehrt jede Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene oder 
im Raum in zwei bezw. drei geradlinige Seitenbewegungen zerlegt 
oder durch diese ersetzt werden, und das Gleiche gilt auch bezüglich 
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. 

Ist z. B. die Bewegung eines Massenpunktes in einer ebenen 
Kurve AB gegeben (Fig. 31), kennen wir also für jeden Zeit- 
wert t den Ort P des Punktes in der Kurve, ^. „, 

' Flg. 31. 

so kann man durch A zwei mit der Kurve 

in derselben Ebene liegende Gerade AO und / Z^ 

AI? legen und nach deren Eichtungen die ^/ 

gegebene Bewegung zerlegen. Sind PQ 1 y 

und PB parallel zu ^(7 und AD^ so kann . L^-^^'"'''''^ 

J Q, C 

die gegebene Bewegung AP vollständig 
durch diese Seitenbewegungen ersetzt werden, sobald nur deren Be- 
wegungsgesetze so geregelt sind, dafs für jeden Zeitpunkt t die 
Orte P, Q und R der fraglichen Bewegungen einem solchen 
Parallelogramm AQ,PR angehören. Wird aus der Geschwindig- 
keit V der gegebenen Bewegung und den Seitenrichtungen AO 
und ^J> ein Dreieck gezeichnet, so sind die im AO und AD 
parallelen Seiten zugleich die Geschwindigkeiten w und u der 



28 Erste Abteilang. Mechanik des Massenpunktes. 

Seitenbewegnngen, oder es ist v in die Seitengeschwindigkeiten 
w nnd ti zerlegt. 

Für die Behandlang krummliniger Bewegungen bietet eine 
solche Zerlegung aufserordentliche Erleichterung; sie schliefsst sich 
auch unmittelbar dem Verfahren der analytischen Geometrie an, 
welche ja auch einen Punkt P in einer Ebene durch zwei Koordinaten 
as und y g^g^n 2 Achsenrichtungen festlegt. In den meisten Fällen 
legt man die Achsen rechtwinklig zueinander. 

Soll die Bewegung des Punktes P(Fig. 32) Fig. 32. 

in der «ri/- Ebene völlig bekannt sein, so 
mufs man fQr jeden Zeitpunkt t sowohl .v 
als auch y kennen, oder es müssen x und y 
als Funktionen von t gegeben sein. Jede der 
Funktionen a? =/(t) und y = (p (t) kann 
aber für sich allein als das Gesetz einer 
geradlinigen Seitenbewegung aufgefafst werden, und zwar würden 
für den Zeitpunkt t die Seitenbewegungen AQ^.v und PQ = y 
sein, deren Vereinigung den Massenpnnkt richtig nach seinem Orte P 
führt. Diese beiden Bewegungsgleichungen bestimmen die Bewegung 
des Massenpunktes vollständig und in einfachster Weise. Bezeichnet 
man die Seitengeschwindigkeiten in den beiden Achsenrichtungen 
mit Vg und v^^ ebenso die Seitenbeschleunigungen mit p^ und p,, 
so ist nach S. 6 

V:c = -^; Vy = -^. Für die wahre Geschwindigkeit gilt dann 

. = Vv.^ + v,^ == ] Kdi) -^ \-di) dt — ^ 

ds 

also, wie bei der geradlinigen Bewegung t' = "tt- Ferner ist 

dy 



tga 



V, dx dx 



dt 

d. h. die Bichtung der Geschwindigkeit v stimmt mit der Richtung 
der Bewegung überein. 
Nach S. 15 ist 

dvg __ d'^x dvy d-y 
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für die wahre Bescbleunigang gilt 
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P 



= r. 



+ 



d^y 



2 



dt 



und 



tg95 






»> 



t/f-^ 



d'^x 
~dt^ 



Da dieser Wert im allgemeinen von tg a 



dy 
dx 



verschieden ist, 



so fallen, wie bereits S. 25 besprochen, die Richtungen der Be- 
schleunigung und der Bewegung im allgemeinen nicht zusammen. 
Erfolgt die Bewegung des Massenpunktes nicht in einer Ebene, 
sondern in einer räumlichen Kurve, so sind die drei rechtwinkligen 
Koordinaten des Ortes P als Funktionen der Zeit auszudrücken, 
und es können dann wieder die Gleichungen x=f{t); y = <p{t)\ 
z = y>it) als Gesetze dreier Seitenbewegungen aufgefafst werden, 
deren Zusammenwirken die räumliche Bewegung des Massenpunktes 
vollständig wiedergibt. Es entsteht in ähnlicher Weise 



v« = 



dx 
~dt 



dy , 



'^^dt^ 



V. = 



dz 



V = VVs? + Vy^ + V^ 



ds 
It' 



ferner nach S. 23 

Vx dx 
cos a = — = -;- ; 
V ds 



cos 



o_Vg__dy^, 



V 



co^y 



Vz_ 
V 



dz 
ds ' 



Für die Beschleunigungen ergibt sich das Entsprechende. 

Beispiel: Für eine ebene Bewegung sind gegeben die Gleichungen 

a; = a (l — cos t)\ y=bsmt. 
Um hieraus die Gleichung der Bahnlinie zu ^nden, entferne man t. Es wird 



cos t = 



a — X 
a 



sin*==^, 





mithin durch Quadrieren und Zusammenzählen : 

cos^e + sin2^= 1 =i5^::^ + f^. 

Dies ist die Gleichung einer Ellipse (Fig. 33), 
aber nicht bezogen auf den Mittelpunkt M, 
sondern auf den Endpunkt A der Halbachse a. 
Denn sobald man a — x = Xi setzt, wird 

aus obiger Gleichung die bekannte Formel 1 




x^ 



a' 



r 

&2' 
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Die Seitengeschwindigkeiten sind: 

dx . * « 



^, = ^ = 6co8« = 6(l--j). 



Für t = ist a: = y = ; Uj. = ; t?^ = 6 (entsprechend dem Punkte A) ; 
für t = 1/2 ;r = 1 ,57 Sek. ist sin * = 1 , cos * = , 

a; = a ; y = & ; t?j. = a -, «y = , entsprechend dem Punkte B ; 
für i = TT = 3,14 Sek. ist sin * = , cos < = — 1 , 

X = 2 a-f y = 0; 0^ = 0; Vy -- — ft, entsprechend dem Punkte C\ 
für t = ^l%it i&t sin * = — 1 , cos ( = . 

X = a\ y = — 6; V;^ = — a; t?y = 0; entsprechend dem Punkte D. 
Für fortlaufende Zeit nehmen x und y immer wieder dieselben Werte 
an, so oft sich ^ um 2 tt geändert hat. Die Ellipse wird hiemach fortwährend 
in derselben Eichtung durchlaufen, und ein Umlauf erfordert 3 r Sekunden. 
Für die Beschleunigungen gilt 

Px = -TT = COS t = a — X = x^ 

Py = -jf-= — b 8in t = — y. 

Die Seitenbeschleunigungen werden also der Gröfse nach gemessen durch 
die Mittelpunkts^Koordinaten des Punktes P; u. zw. ist Pg = a — x = x^ 
nach rechts, Py = — y aber, wegen des negativen Zeichens, nach unten ge- 
richtet Es wird 

p = ]fla — xy -{- y^ = r = dem Mittelpunkts-Fahrstrahle P3f, 

XL. ZW. ist der Sinn von p stets nach dem Mittelpunkte M gerichtet. 



4. Physikalische Grundgesetze der Mechanik. 

In dem vorstehenden haben wir die Bewegungen als gegeben 
angesehen und gewisse kennzeichnende Merkmale und Eigenschaften 
derselben aufgeführt. Die Betrachtungen waren rein mathematische; 
wenn auch das Bewegliche als Massenpunkt bezeichnet wurde, so 
geschah dies nur zur Erleichterung der Vorstellung. 

Wollen wir nun aber die Bewegung eines Massenpunktes aus 
ihren Ursachen, den Kräften herleiten, so bedürfen wir gewisser 
physikalischer Grundgesetze, die sich nicht mathematisch beweisen 
lassen, die auch nicht ohne weiteres selbstverständlich sind, deren 
Bichtigkeit aber dadurch genügend sichergestellt ist, dafs alle Er- 
gebnisse, welche daraus gezogen werden, mit der Beobachtung 
übereinstimmen (Erfahrungsgesetze). 
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Der erste Grundsatz ist das von Galilei im Jabre 1638 aus- 
gesprochene Gesetz der Trägheit: Jeder Massenpunkt 
bleibt im Zustande der Ruhe oder der geradlinigen, 
gleichförmigen Bewegung, solange er nicht durch 
äufsere Einwirkungen zu einer Änderung dieses Zu- 
Standes veranlafst wird. 

Hiernach bedarf ein Massenpunkt zur Fortsetzung einer 
Bewegung mit gleichbleibender Richtung und Geschwindigkeit 
keiner äufseren Einwirkung. Zu einer Abweichung aber von der 
geradlinig*gleichf5rmigen Bewegung ist eine Ursache, eine Kraft 
erforderlich. Eine solche Kraftwirkung, der ein Massenpunkt aus- 
gesetzt ist, geht aber, so lehrt die Erfahrung, stets wieder von 
einem anderen Massenpunkt aus; man kann daher sagen: Unter 
„Kraft" versteht man die Einwirkung eines Massen- 
punktes auf die Bewegung eines anderen. — Die Wir- 
kung einer Kraft besteht in einer Gröfsen- oder 
Richtungs-Änderung der Geschwindigkeit eines Massen- 
punktes. 

Eine nach Gröfse und Richtung gleichbleibende Beschleunigung, 
wie sie bei der geradlinigen, gleichförmig beschleunigten Bewegung 
eines Massenpunktes vorkommt, wird als die Wirkung einer eben- 
falls nach Gröfse und Richtung gleichbleibenden Kraft angesehen. 
Richtung und Sinn der Kraft werden als übereinstimmend mit 
denen der entsprechenden Beschleunigung bezeichnet. Derjenige 
Massenpunkt aber, von dem die Kraftwirkung ausgeht, ist auf der 
Richtungslinie der Kraft zu suchen. 

Wenn auf denselben Massenpunkt zu verschiedenen Zeiten zwei 
Kräfte K und K^ wirken und die Beschleunigungen /? bezw. 'p^ 
hervorbringen, so bezeichnet man die Gröfsen der Kräfte als ver- 

hältnisgleich 'mit den Beschleunigungen, setzt also -^^ = ^^ oder 

^1 Pi 

p K 

^— = —, Wenn aber die gleiche Kraftwirkung, auf verschiedene 

Massenpunkte ausgeübt, die verschiedenen Beschleunigungen p und 
2>i hervorbringt, so erklärt man diese abweichende Wirkung 
aus der verschiedenen Massengröfse der beiden Punkte, und 
zwar bezeichnet man diejenige Masse als die gröfsere, welche 
durch die gegebene Kraft die kleinere Beschleunigung erfilhrt. 
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and setzt die Massen m und m^ in umgekehrtes Verhältnis zu den 



m _ pi 



entstehenden Beschleunigungen p und »i , also — = ül oder 

niy p 

— = — -. Die Masse eines Körpera ist völlig unveränderlich, 

Pi ^ 

wird sogar durch chemische Umwandlung in keiner Weise beein- 

flufst. Die Beschleunigung aber, die ein Massenpunkt erfährt, ist, 

wie die Erfahrung lehrt, nur von ihrer Ursache, der Kraftgröäe, 

und von der Masse des Punktes abhängig. Da nun nach dem 

vorstehenden die Beschleunigung einmal in gleichem Verhältnisse 

zu der Kraft, ein anderes Mal im umgekehrten Verhältnisse zu der 

Masse steht, so gelangt man zu dem zweiten Grundgesetze, dem 

Beschleunigungsgesetze: Jede Kraft üT, die auf einen 

Punkt von der Masse m wirkt, erteilt diesem eine 

Beschleunigung p, welche verhältnisgleich der Kraft 

und umgekehrt verhältnisgleich der Masse ist. 

Man kann hiernach setzen p = a . Darin bedeutet a eine 

m 

Zahl, die sich offenbar nach den für Beschleunigung, Kraft und 

Masse gewählten Einheiten richtet. Umgekehrt kann man aber 

auch den Wert a willkürlich annehmen, wenn man zugleich auf 

die freie Wahl einer der drei Einheiten, z. B. der Masseneinheit, 

verzichtet. Man hat es nun zweckmäfsig gefunden, a = 1 zu setzen, 

so dafs einfach 

Beschleunigung = ^r= sich ergibt. Dies Grundgesetz ist 1687 

von Newton ausgesprochen. 

Die Beschleunigung messen wir in der Begel nach "^/gek*; wenn 
später in einzelnen Fällen es zweckmäfsig wird, diese Gröfse in ^'^/mv 
auszudrücken, so ergibt sich leicht, welche sonstige Änderung damit 
verbunden ist. 

Wie man die Krafteinheit zweckmäfsig wählt und wie daraus 
dann die Masseneinheit sich von selbst ergibt (infolge der will- 
kürlichen Setzung a = 1), kann erst mit Hülfe des folgenden 
Grundgesetzes erklärt werden. 
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Drittes Grundgesetz, Gesetz der Schwere: Die Erde 
übt auf jeden Massenpunkt an ihrer Oberfläche eine 
Eraft aus, welche lotrecht abwärts gerichtet ist und 
jedem Massenpunkte die gleiche Beschleunigung er- 
teilt. Diese Eraft heifst die Schwerkraft oder das 
Gewicht des Massenpunktes, und die völlig gleiche 
Beschleunigung g heifst die Beschleunigung der 
Schwere oder die Fallbeschleunigung. 

Ist also Q das Gewicht einer Masse m, so ergibt sich hier- 
nach g = Q:mj oder — weil g für alle Massen gleich — es ist 
das Gewicht eines Massenpunktes seiner Masse verhältnisgleich und 
umgekehrt. 

2) Q^mg. 

Die Fallbeschleunigung ^ ist für verschiedene Punkte der Erd- 
oberfläche allerdings etwas verschieden, aus Gründen, die später 
erläutert werden sollen; es ändert das aber an dem vorstehenden 
Gesetze nichts; denn dieses soll zunächst nur ausdrücken, dafs an 
derselben Stelle der Erdoberfläche verschiedene Massenpunkte 
übereinstimmende Fallbeschleunigung g erfahren, dafs die auf die 
Massen ausgeübten Schwerkräfte verhältnisgleich ihren Massen sind. 

Unter 45^ geographischer Breite und in der Höhe des Meeres- 
spiegels beträgt die Fallbeschleunigung ^45 = 9,806 ™/gek«. In Berlin 
ist g = 9,813, in Hannover ebenfalls = 9,813 (S. 94). 

Das Gewicht eines Liters Wasser im Zustande der gröfsten 
Dichte (bei etwa 4° C.) heifst das Eilogramm und dient als Ge- 
wichtseinheit. Da dieser Wasserkörper eine ganz bestimmte 
Masse enthält, so ist seine Schwere Q wegen der Veränderlichkeit 
von g an verschiedenen Stellen der Erdoberfläche etwas verschieden. 
Das Gewicht eines Liters Wasser (bei 4^ C.) an denjenigen 
Stellen derErde, wo ^ = 9,806"/8ek« beträgt, wählen wir zur 
Erafteinheit und bezeichnen es als Eilogramm (*»). — 
An anderen Stellen der Erde wird das Gewicht eines Liters Wasser 
dann von 1 ^^ etwas verschieden ausfallen, sich nämlich verhältnis- 
gleich mit g ändern. Für technische Anwendungen kann diese 
Veränderlichkeit meist unberücksichtigt bleiben, indem man für die 
meisten Fälle einfach g = 9,81 setzt. Nur grundsätzlich mufs die 

Keck, Mechanik I. 3 
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Stelle der Erde bezeichnet werden, wo das Gewicht von 1 ^ Wasser 
gleich unserer technischen Erafteinheit, dem Kilogramm, ist. 

Um nun die Masseneinheit kennen zu lernen, brauchen wir 
in der Gleichung Q = mg^^ nur m = 1 zu setzen, dann wird das 
Gewicht dieser Masseneinheit Qi = ^45 = 9,806 ^«^. 

Die Masseneinheit ist also die Masse eines Körpers, 
der unter 45® geographischer Breite 9,806^« wiegt, oder 
die in 9,806 Litern Wasser von 4® C. enthaltene Masse. 

Mafseinheiten der Physik. Da die Masse eines Körpers völlig unver- 
änderlich ist, so liegt es eigentlich näher, einen Wasserkörper von abgerundeten 
Mafsen als Masseneinheit zu Grunde zu legen, wonach dann infolge der 
GleicHufig 1 (S. 32) mit K = l und m=l auch p=l werden, d. h. diejenige 
Kraft zur Krafteinheit werden würde, welche der Masseneinheit eine Beschleu- 
nigung 1 erteilt. So bezeichnet die neuere Physik die Masse eines Kubik- 
centimeters Wasser als Masseneinheit und nennt diese Masseneinheit das Gramm. 
Als Längeneinheit dient das Centimeter, als Zeiteinheit die Sekunde, so dafs 
die Beschleunigung nach c^/sek^ gemessen wird Die Krafteinheit der Physik, 
die Dyne, ist diejenige Kraft, welche einem Kubikcentimeter Wasser eine 
Beschleunigung = 1 f^^/Bek^ erteilt. Das Gewicht eines Kubikcentimeters Wasser, 

d. h. ttttTk unserer Krafteinheit, erteilt diesem Körper die Beschleunigung 

^ = 981 cm/ge^a, ist also gleich 981 Dynen; unsere Krafteinheit, das Kilogramm, 
daher gleich 981 000 Dynen. Für die technische Anwendung der Mechanik ist 
die Wahl dieser Krafteinheit, wenngleich sie wissenschaftlich grofse Vorzüge 
besitzt, nicht recht zweckmäfsig.. Bei den Aufgaben des Technikers kommt 
es meist darauf an, Schwerkräfte zu benutzen, oder ihnen entgegenzuwirken. 
Diese Schwerkräfte sind dann unmittelbar in Kilogrammen gegeben, und die 
Endergebnisse . müssen für die Ausführung auch meist Gewichte oder sonstige 
Kräfte in Kilogrammen ausdrücken. Es würden daher bei den Aufgaben häufig 
Umwandlungen von Kilogrammen in Dyne und umgekehrt erforderlich werden. 
Ähnliche Umwandlungen müssen, streng genommen, freilich auch bei der Wahl 
unserer Krafteinheit ausgeführt werden, wenn die fraglichen Körper sich nicht 
unter 45° geographischer Breite befinden, sondern an einem Orte, wo g von 
9,806 abweicht. Doch sind diese Abweichungen meist so gering, dafs sie für 
die Anwendung keine Bedeutung haben. 

Viertes Grundgesetz: Gesetz der Wechselwirkung. 
Die Kräfte, mit denen zwei Massenpunkte aufeinander 
wirken, treten stets paarweise in gleicher Gröfse aber 
entgegengesetztem Sinn auf. Es wurde schon erwähnt 
(S. 31), dafs eine Kraft K, die auf einen Massenpunkt m wirkt, von 
irgend einem anderen, in der Richtungslinie der Kraft befindlichen 
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Massenpunkt tt?] ausgehen müsse. Die Erfahrung lehrt nun aber, 
dafs dann m auf m^ dieselbe Kraft K, nur in entgegengesetztem 
Sinne (mit entgegengesetztem Pfeil), ausübt. Dies Gesetz wurde 
schon von Galilei (geb. 1564 zu Pisa, gest. 1642 zu Arcetri) und 
Huyghens (geb. 1629 im Haag, gest. 1695 daselbst) angewandt, 
ist aber erst von Newton (geb. 1643 zu Woolstorpe, gest. 1726 
zu Eensington) im Jahre 1687 bestimmt ausgesprochen worden. 

Beispiel 1: Der auf S. 13 behandelte Eisenbahnzug erfuhr bei der sog. 
Anfahrt eine Beschleunigung p = 0,i4 m/gek« . Wenn nun das Gewicht des ganzen 
Eisenbahnzages 200 000 ^g beträgt, wie grofs ist dann die zur Beschleunigung 
■erforderliche Kraft K? Die Masse des Zuges ist «i = 200 000 : g Massen- 
■einheiten, mithin ist K = mp = 2000002) : g. Für solche Stellen der Erde, 
für welche g = 9,8i gesetzt werden kann, ist ^/g = 0,io2 , mithin 

Z:= 200000 • 0,14 . 0,102 = 2856 kg. 

Setzt man annähernd ^ = 10, Vi? = 0,i, was für überschlägliche Rechnungen 
zulässig, so wird £:= 2800 kg. 

Beispiel 2: Das auf S 16 behandelte Geschofs erfuhr eine Beschleunigung 
p = 100 000. Wie grofs ist die Ausdehnungskraft der Pulvergase, wenn das 
Oeschofs 20 g = 0,03^» wiegt? Es ist m = 0,02 : 9,8i = 2 : 981, mithin 
K=2' 100000 : 981 = 204 kg; für ^r = 10 wird JS:= 200. 

5. Geradlinige Bewegung unter alleiniger Einwirkung 

der Schwere. 

Hält man einen Punkt von der Masse m ruhend zwischen den 
. Fingern, so wird die Schwerkraft durch die Muskelkraft der Finger 
aufgehoben, indem die Kraftwirkungen der Finger auf den Massen- 
punkt eine Gesamtkraft ausüben, welche dem Gewichte m^ genau 
gleich und entgegengesetzt ist. öffnet man aber die Finger der 
Hand nach unten, so kommt die Schwere zur alleinigen Wirkung 
und erteilt dem Massenpunkte die Beschleunigung ^. Der Punkt 
hatte vorher keine Bewegung, d. h. die Geschwindigkeit 
e = 0; es entsteht nun eine gleichförmig beschleunigte ^^ 
Bewegung in der Richtung der Schwere, also lotrecht fft^ 
abwärts. Nach t Sekunden ist die Geschwindigkeit im ^ 
Punkte P (Fig. 34) nach Gl. 2, S. 11: 

1) v=^gt, ^ 

die zurückgelegte Wegeslänge 

2) Ä = y2gt^ (nach Gl. 4, S. 12). 
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2^ 



Wenn man ans GL 1 t ^ vig entnimmt nnd in Gl. 2 einsetzt^ 
so entsteht ancb 

a v^ v^ / 

Die lotrechte Wegeslänge, welche ein Massen* 
punkt durchfallen mafs, um ganz allein durch die 
Wirkung der Schwere die Geschwindigkeit v zu er- 

reichen, d. h. den Wert * = -— nennt man die der Ge- 

2^ 

schwindigkeit v entsprechende GeschwindigkeitshShe. 
Für g = 9,81 wird 

— = 0,051 = rund 0,05 und V 2 g = 4,429, = rund 4,4, mithin 

8 = 0,05 v^ ; V = 4,4 W. 

Beispiel : Durchsinkt ein MasseDpunkt in freiem Fall eine Höhe « = 4 m^ 
so erreicht er eine Fallgeschwindigkeit t? = 4,4y~4~= 8,8m/8ek. Die dazu 
erforderliche Zeit ist 

* = 8,8 : 9,81 = 8,8 • 0,1 = 0,88 sek. 

Bei der geradlinigen Bewegung stimmen die Richtungen der 
Geschwindigkeit und der Beschleunigung überein, bei der krumm- 
linigen aber nicht; mithin kann eine geradlinige Bewegung nur 
entstehen, wenn die Richtung der wirkenden Kraft mit derjenigen 
der Anfangsgeschwindigkeit übereinstimmt und sich während der 
Bewegung nicht ändert. Erteilt man also einem Massenpunkte mit 
der Hand eine derartige Bewegung, dafs er in dem Augenblicke, wo 
die Hand den Punkt freiläist, eine Geschwindigkeit c hat, so ist diese 
die Anfangsgeschwindigkeit für die unter alleiniger Wirkung der 
Schwere erfolgende Wurfbewegung, und letztere kann nur geradlinig 
werden, wenn die Anfangsgeschwindigkeit c lotrecht gerichtet ist 

Ist c lotrecht nach unten gerichtet, so entsteht wiederum eine 
beschleunigte Bewegung; es wird (Fig. 34) nach t Sekunden 

{v + c) __ V' — c^ Fig. 35. 

V c^ + 2g8. 



V = c + gt; s = et + ^l^gt^ 



V 



also auch 

Bei aufwärts gerichtetem Wurf aber (Fig. 35) 
entsteht eine gleichförmig verzögerte Bewegung. Nach 






vi 



i>, 



t Sekunden ist v 



-c — gt\ 8 = et — y2gt^ = 

V = / c2 — T^7. 



C V^ 



9< 



^9 



m 
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Nach ^i = c '^ Sekunden ist die Geschwindigkeit c durch die 
Verzögerung aufgezehrt; es ist t; = und damit die gröfste 

mögliche Höhe, die Steighöhe AB = h=^-^ erreicht. Die 

Steighöhe ist hiernach gleich der Geschwindigkeitshöhe, welche der 
Anfangsgeschwindigkeit c entspricht. Ist der Massenpunkt an der 
höchsten Stelle B (Fig. 35) mit der Geschwindigkeit Null angelangt, 
«0 geht er nun sofort in eine Pallbewegung über; die Geschwindig- 
keit Vi , mit der der Massenpunkt die Anfangsstelle A wieder erreicht, 



c 



ist vi = Y 2 gh und weil ä = ^— war, v^ = <?, mithin gleich der 

aufwärts gerichteten Anfangsgeschwindigkeit, nur jetzt abwärts ge- 
richtet. Auch die Zeit des Niederfallens t^ = ^Ig ist gleich der 
Dauer t^ = «/^ des Steigens; überhaupt erfolgen Abwärts- und 
Aufwärtsbewegung ganz symmetrisch zu der Höchstlage, insofern 
jeder Punkt P die Bahnlinie beim Fallen mit derselben Geschwindig- 
keit V durchlaufen wird wie beim Steigen. 

Beispiel : Ein Massenpunkt werde mit der Geschwindigkeit c = 9 m/gek 
aufwärts geworfen. Dann ist die Steighöjie ä = c2:2^ = 81 • 0,o5 = 4,06«; 
die Steigdauer ij = ß/^ == 9 • 0,i = 0,e8ek. Ebensolange währt das Herab- 
fallen ; mit der Geschwindigkeit c = 9 "i/spk trifft der Punkt unten wieder ein. — 
Wurfgeschwindigkeiten, die man einem Massenpunkt erteilt, lassen sich schwer 
nnmittelbar abmessen oder beurteilen. Dazu kann aber ein aufwärts gerich- 
teter Wurf dienen, indem man die Dauer der Steig- und Fallbewegung 
zusammen beobachtet. Nennt man diese tg, so ist ^3 = 2«/^, mithin 
^ = 1/2^*3. 

Ein Massenpunkt werde lotrecht aufwärts geworfen und lange nach 
ig = 6 Sek. unten wieder an. Dann war seine Anfangsgeschwindigkeit 
^ = 1/2^.6 = rund 30, die erreichte Höhe 

Bei all diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, dafs auf den Massen- 
punkt nur die Schwere als Kraft wirke. Bei Fall- und Wurfbewegungen in 
freier Luft tritt aber ein Luftwiderstand der Bewegung entgegen, der an 
dieser Stelle noch nicht berücksichtigt werden kann. Es sei nur bemerkt, dafs 
dieser Widerstand unbedeutenden Einflufs hat bei Massenpunkten aus dichtem 
Stoff und bei kleinen Geschwindigkeiten. Wirft man eine Blei- oder Eisenkugel 
mit der Hand, so kann der Luftwiderstand meist vernachlässigt werden, während 
lockere Massen einen grofsen Luftwiderstand erfahren. Auch bei den grofsen 
Geschwindigkeiten der Geschosse hat der (mit dem Quadrate der Geschwindig- 
keit wachsende) Luftwiderstand so bedeutenden Einflufs, dafs vorstehende ein- 
fache Gleichungen für solche Fälle durchaus nicht mehr verwendbar sind. 
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6. Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte. 

Auf einen Massenpunkt m (Fig. 36) mögen gleichzeitig 2 Kräfte* 
Kl und K^ wirken; dann bringt nach dem Satz anf S. 32 jede 
von ihnen eine entsprechende Beschleunigung 
p^ = Kiim; p2^ K2:m hervor. Denken wir ^ 3g 

uns diese Beschleunigungen, denen der Punkt m 
gleichzeitig unterworfen ist, durch mA und 
mB dargestellt, so lassen sich beide nach dem 
Satz auf S. 23 durch eine Mittelbeschleunigung 
r ersetzen, die man erhält, indem man die 
Seitenbeschleunigungen zu einem Streckenzug 
mAC zusammensetzt; die Schlufslinie m<7 ist dann die wahre- 
oder Mittelbeschleunigung des Punktes m unter der Einwirkung der 
Kräfte Ki und K2. Dieselbe Beschleunigung r würde aber auch 
entstehen, ^enn in der Bicbtung mC auf den Punkt m eine Kraft 
R = mr wirkte. Zeichnet man daher einen Streckenzug aus deor 
Kräften A'^ und £2 (statt aus den Beschleunigungen), so wird die 
Schlufslinie die Gröfse B==mr bekommen und nach Richtung 
und Sinn mit r übereinstimmen. Die so erhaltene Kraft R ist 
dann den gegebenen Kräften Ki und K^ völlig gleichwertig und 
heilst ihre Mittelkraft oder Besultierende. . Es folgt also der 
Satz vom Dreieck (oder vom Parallelogramm) der 
Kräfte: Die Mittelkraft zweier gegebenen Kräfte wird 
nach Gröfse, Sichtung und Sinn durch die Schlufsseite de& 
aus den gegebenen Kräften gebildeten Streckenzuges, 
also durch die geometrische Summe der Seitenkräfte,, 
(oder durch die Diagonale des aus ihnen gezeichneten 
Parallelogramms) dargestellt. 

Für die Berechnung ergeben sich (Fig. 37), ^ig. 37. 

wie bei der Zusammensetzung der Geschwin- 
digkeiten (S. 21) gezeigt wurde, die Formeln : 

1) ^ = Y Ki^ + Ä22 + 2Ä"i Jlg cosa 

2) sm fl? = sin a -^ . 

Wird a = 0, d. h. haben die beiden Kräfte übereinstimmende 
Sichtung und gleichen Sinn, so wird die Mittelkraft die wirkliche 
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Summe; haben sie aber (f&r a = ;r) entgepfODgesetzten Sinn, so wird 
die Mittelkraft gleich dem unterschiede der gegebenen Kräfte und 
bekommt den Sinn der gröfseren von beiden. In diesen beiden 
Fällen stimmt die geometrische Summe mit der algebraischen 
Summe überein. Werden in letzterem Falle noch die beiden ent- 
gegengesetzten Kräfte K einander gleich, so ergibt sich die 
Mittelkraft zu Null; es bewegt sich dann der Massenpnnkt ebenso, 
als ob gar keine Kraft auf ihn einwirkte, man sagt daher: 

Zwei gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete 
Kräfte heben sich an einem Massenpunkte vollständig 
auf oder halten einander das Gleichgewicht. 

Stehen die beiden Kräfte rechtwinklig zueinander, so wird 

Kommt zu den Kräften K^ und K^ noch eine dritte K^ hinzu, 
die mit Ä\ und Kc^ nicht in derselben Ebene liegt, so hat man 
diese mit der Mittelkraft der beiden ersteren zusammenzusetzen, um 
die Mittelkraft R aller dreier Kräfte zu erhalten. Wie bei der 
Zusammensetzitng der Geschwindigkeiten (S. 22) ausführlich erläutert, 
ergibt sich dann die Mittelkraft als Diagonale eines 
Parallelepipeds aus den drei Seitenkräften, oder als 
die Schlufsseite eines räumlichen Streckenzages der 
Seitenkräfte oder wiederum als deren geometrische 
Summe. 

Wie Geschwindigkeiten und Beschleunigungen lassen sich selbst- 
verständlich auch Kräfte in zwei bezw. drei Seitenkräfte zerlegen 
und durch diese völlig ersetzen. 

Soll eine Kraft K nach zwei rechtwinklig aufeinander stehen- 
den, mit ihr in derselben Ebene liegenden Achsenrichtnngen zerlegt 
werden (Fig. 38), so zieht man durch den pjg 3g 

Endpunkt D der Kraftstrecke AD eine y 
Parallele BB zu AY\ dann ist ^S2> ^ 
der Streckenzug der Seitenkräfte. Schliefst 
K mit der ;p-Achse den Winkel a ein, so 
erhält man K cos a und K sin a als die 
Seitenkräfte. Soll die Zerlegung aber nach ^ Keom b 
drei rechtwinklig zueinander stehenden Richtungen erfolgen (Fig. 39), 
welche mit der Kraft K bezw. die Winkel o, ß und y einschliefsen, 
so fällt man von H ein Lot HD auf die .ri/- Ebene und hat 
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Fig. 39. 



/ I 







damit die in die ^- Achse fallende Seitenkraft K cos y mit dem Sinne 
von Z> nach H. Eine Parallele darch /> zur y- Achse liefert die 
Seitenkraft BD= K oo^ ß für die 
y-Bichtnng, und endlich ist AB 
=' J^ cos a die Seitenkraft in der 
^Richtung (vergl. S. 23, Fig. 25). 
Greifen nnn an einem Massen* 
punkte beliebig viele Kräfte K^, 
K^ . . . Ä'n mit beliebigen Rich- 
tungen an und will man deren 
Mittelkraft R nach Gröfse und Rich- 
tung finden, so legt man durch den 
Massenpunkt ein dreiachsiges Achsen- 
kreuz, dessen Achsen mit den gegebenen Kräften die als bekannt 
zu betrachtenden Richtungswinkel ^\^ß\^y\^ «o» /'e* ^2 ; • • • °^»' ^n» A 
einschliefsen. Sodann zerlegt man jede der gegebenen Kräfte in 
drei Seitenkräfte, welche mit den Achsenrichtungen zusammenfallen, 
ersetzt also K^ durch JST, cos «j , JT^ cos ß^ , K^ cos y^ u. s. f. Da- 
durch erhält man freilich die dreifache Anzahl der Kräfte, die aber 
nun in drei ganz bestimmten Richtungen liegen. Dann können die 
in die ^r-Richtung fallenden Seitenkräfte K^ cos aj , 7^2 cos 03 . . . 
Kn cos a^ durch eine einzige in derselben Richtung wirkende Kraft X 
gleich der algebraischen Summe der Seitenkräfte 

3) X= Ky cos «1 + ^2 c^s «2 + . . . . Kn cos a,», 

was man kürzer schreibt X= 2Kco%cl^ ersetzt werden, während 
sich in den anderen Richtungen in gleicher Weise ergibt: 

Y^l^JTcos/?; Z=2'^cos;^. 

Die drei rechtwinklig zueinander stehenden Seitenkräfte X, 
y, Z lassen sich nun durch ihre geometrische Summe 



4) 



B = YX^- + Y'^+ Z^ 



ersetzen, welche mit den drei Achsenrichtungen die Winkel a, ß 
und y einschliefst. Da nun X die Seitenkraft von JR in der 
^-Richtung, also Jr=5= Ä cos a, so wird 



5) 



cos a = — -; ebenso cos ß = -77; cos y = 



B' 



B' 



_Z 

B 
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Fig. 40. 



Fig. 40 a. 




Damit ist die Mittelkraft R nach Gröfse und Sichtung bestimmt. 
Da in den algebraischen Summen auf die Reihenfolge der Summan- 
den nichts ankommt, so ist die Reihenfolge in der Zusammen- 
setzung der Kräfte gleichgültig. 

Auch durch Zeichnung kann man beliebig viele, beispielsweise 
vier Kräfte K^ bis K^ zusammensetzen. Von einem beliebigen 
Punkt A aus setze 
man in einer Hülfs- 
figur 40 a zuerst Ä'j 
und K2 zu einem 
Streckenzuge zusam- 
men; dann ist die 
Schlufslinie AC=R2 
die Mittelkraft beider. 
Mit dieser fögt man 
in gleicher Weise ^"3 zusammen, indem man den Streckenzug R^, 
K^ mit der Mittelkraft R.^=^ AD bildet. Daran schliefst sich in 
gleicher Weise K^, Die Strecke AE, welche dann den gesamten 
Streckenzug der Kräfte K^^ bis K^ schliefst, ist offenbar die Mittel- 
kraft R der gegebenen Seitenkräfte und ergibt sich wiederum als 
die geometrische Summe der Kräfte. Verlegt man diese nach Gröfse, 
Richtung und Sinn bestimmte Mittelkraft an den Massenpunkt m 
bei P (Fig. 40), so ist die Aufgabe gelöst. Die Hülfsfigur 40a heifst 
(nach G. Lang), das Krafteck. Beim Zeichnen des Kraftecks hat 
man die zusammenzusetzenden Kräfte in solcher Weise aneinander 
zu reihen, dafs in dem Streckenzug ABC DE die Pfeile überein- 
stimmenden Umfahrungssinn zeigen. — Diese Figur ist leicht zu 
zeichnen, wenn die gegebenen Kräfbe in derselben Ebene, der 
Zeichenebene, liegen. Man erkennt aber leicht, dafs, wenn diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, das Krafteck grundsätzlich seine Be- 
deutung beibehält; nur bildet der Streckenzug der Kräfte dann ein 
räumliches Krafteck; aber immerhin stellt die Schlufslinie, 
d. h. die geometrische Summe der Kräfte, auch in solchen Fällen 
ihre Mittelkraft dar, deren zeichnerische Bestimmung dann freilich 
die Auftragung in Grundrifs und Aufrifs nach den Lehren der 
darstellenden Geometrie erfordert. Ist die Schlufslinie = Null, so 
halten sich die Kräfte im Gleichgewichte. Weiteres s. S. 65. 
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Fig. 41. 




7. Mechanische Arbeit einer Kraft. 

Ein . Massenpunkt m führe unter Einwirkung beliebiger Kräfte 
eine Bewegung von A nach B aus (Fip 41). Eine der wirkenden 
Kräfte K sei gleichbleibend nach Qröfse and Richtung, so dafs sie 
während der Bewegung stets ihrer Anfangsrichtung parallel bleibt. 
Ist dann AG die rechtwinklige Projektion der 
Bahnlinie AB auf die Richtung der Kraft üT, so 
nennt man AC die in der Kraftrichtung zurück- 
gelegte Wegeslänge. Das Produkt aus der 
Kraft K und der in ihrer Richtung 
zurückgelegten Wegeslänge AG heifst 
dann die während der Bewegung AB von 
der Kraft K verrichtete mechanische Arbeit St. 

Die in der Kraftrichtung zurückgelegte Wegeslänge AG gilt 
als positiv, wenn ihr Sinn mit dem der Kraft übereinstimmt 
(Fig. 41) und umgekehrt. Bei dem Vor- 
gange nach Fig. 42 ist ^C negativ ein- 
zuführen und auch die Arbeit von K negativ, 
nämlich '$i — — KAG. 

Ist die Kraft K nach Gröfse und Rich- 
tung nicht gleichbleibend, so ist die Bildung 
des Produktes K-AG nicht möglich. Wenn 
die Kraft bei A die Gröfse K^, bei B die Gröfse K.2 hat, an 
einem beliebigen Zwischenpunkte P aber « K war, so stellt man 
sich vor, die Kraft behielte für ein 
Bewegungsteilchen PQ = ds Gröfse 
und Richtung bei und nähme erst 
bei Q plötzlich neue Gröfse und 
Richtung an. Diese Vorstellung der 
sptungweisen Änderung wird mit der 
wirklichen stetigen Änderung um 
so mehr übereinstimmen, je mehr 
das Bahnteilchen ds sich der Null 
nähert. Für das Bewegungsteilchen 
ist dann die Arbeit der Kraft K: d^ = Kds-coB^. Als die 
Arbeit der veränderlichen Kraft K längs der endlichen Bewegung 
bezeichnet man nun ^=SK'd8-cos^. Die Integration ist nur 
ausführbar, wenn man die Änderungsgesetze von K nnd cosd kennt. 




Fig. 43. 
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Steht die Kraft während eines beliebigen Teiles der Bewegung 
rechtwinklig zur Bahnlinie, so ist cos d =» 0, also auch d!ä und !( 
während dieses Bewegungsstückes Null; oder: eine Kraft ver- 
richtet keine mechanische Arbeit, solange sie recht- 
winklig zur Bewegungsrichtung steht. 

Ein Massenpunkt möge sich nun unter Einwirkung beliebig 
vieler Kräfte Ki, K2 . . . Kn bewegen, von denen in Fig. 44 nur 
2 gezeichnet sind; während der Bewegung von A nach B seien 
die Kräfte gleichbleibend nach 
Gröfse und Richtung (welche An- ^^^' ^*- 

nähme auch für veränderliche Kräfte ^a/ 

zulässig ist, sobald man für solchen / . S^^ 

* Fall A B als unendlich klein be- / ^>^ \ 

trachtet). Es sei B die Mittelkraft / X^ ^..^^^^^-^^ 
von Ky, K^ . . , Kn. Dann ist ^^^^^^^^--'rrj^r^^ "^i _ 

für diese (nach S. 40, Gl. 5) . ^^^^^^^^^^^ x 

1) i2 cos a = jr= IK cos a. 

Fällt man aber von B Rechtwinklige auf die Kraftrichtungen, 
so ist cos a = AC: AB; cos a^ = AC\ AB; ... cos a» 
= AGn:AB; mithin wird aus Gl. 1 (nach Multiplikation mit AB) 

2) R'AO-==K^'AOi + K2'AC2+ . . . Kn'ACn. 

Da aber AC. ACi ... ACn die rechtwinkligen Projektionen 
der Bahnlinie AB auf die Kraftrichtungen sind, so ist die Be- 
deutung der Gl. 2: 

Die mechanische Arbeit, welche sich bei der Be- 
wegung eines Massenpunktes für die Mittelkraft mehrerer 
auf ihn wirkenden Kräfte ergibt, ist gleich der alge- 
braischen Summe der Arbeiten dieser Einzelkräfte bei 
derselben Bewegung. 

(Bei veränderlichen Kräften gilt dieser Satz zunächst fßr ein 
unendlich kleines Bewegungsteilchen; weil aber als Arbeit einer 
veränderlichen Kraft die Summe ihrer Arbeitsteilchen bezeichnet 
ist, so gilt der obige Satz der mechanischen Arbeit ganz 
allgemein f&r Kräfte, die an demselben Massenpunkt angreifen.) 

Der Ausdruck für das Arbeitsteilchen dV. = K^d8^cos^ 
(S. 42) läfst sich jetzt auch noch anders deuten, als oben geschehen. 
Mann kann nämlich. (Fig. 43) K zerlegen in die Seitenkräfte jK'cos ^ 
(in der Bewegungsrichtung) und K sin ^ (rechtwinklig dazu). 
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Erstere liefert die Arbeit K^cos&ds^ während die andere nach 
S. 43 die Arbeit Null verrichtet. Die Arbeit von K ergibt sich 
daher wiederum zu d'ü^^ K cos ^'ds. 

Wird die Kraft K^l^, die WegeslÄnge in ihrer Richtung 
= 1 ™, 80 wird die Arbeit ?l = Ä'-« = l-l = l, also gleich der 
Arbeitseinheii Diese Arbeit, welche von 1 ^» längs eines Weges = 1 " 
verrichtet wird, heifst Meterkilogramm (mkg); n^ längs eines 

Weges = i/w Meter verrichten aber ebenfalls die Arbeit n • — = 1 ^^, 

n 

8. Arbeitsvermögen (kinetische Energie oder lebendige 

Kraft) eines Massenpunktes. 

1) Wirkt auf einen Punkt von der Masse m eine mit der Be- 
wegungsrichtnng übereinstimmende, nach Bichtnng und Gröfse gleich- 
bleibende Kraft K^ so entsteht eine gerad- «. .. 
linige, gleichförmig beschleunigte Bewegung ,£^ f r^ 
von der Beschleunigung p = K:m. Ist c ^ ^ ™ ^ g 
die Anfangsgeschwindigkeit, v die Geschwin- 
digkeit nach der Zeit t (Fig. 45), so ist die Wegeslänge (nach 
Gl. 5, S. 12) 

v^ — c^ v^ — <? 

oder 
1) 72 mv^ — 72 mc2 = Ks. 

Hat ein Punkt von der Masse m in irgend einem Zeitpunkt 
eine Geschwindigkeit i;, so nennt man das Produkt aus seiner Masse 
mal dem halben Quadrate der Geschwindigkeit, also die Gröfse 
72 mv^ das (in dem Massenpunkt aufgehäufte) Arbeitsvermögen. 
Älter und noch vielfach gebräuchlich ist dafQr die Bezeichnung 
„lebendige Kraft" (als vis viva von Leibniz [geb. 1646 zu Leipzig, 
gest. 1716 zu Hannover] in die Mechanik eingefQhrt); da aber der 
Wert ^l^mv'^ mit dem, was wir sonst Kraft nennen, nichts gemein 
hat, da auch bei dem Fehlen jeder Kraftwirkung, also bei gleich- 
bleibender Geschwindigkeit, der Wert 72 rnu^ bestehen bleibt, so 
erscheint die Benennung lebendige Kraft wenig zweckmäfsig. Die 
Bezeichnung „kinetische Energie" ist als angemessen zu bezeichnen; 
auch der Name „Wucht" ist dafür empfohlen; wir wollen diese Gröfse 
mit Franz Grashof (geb. am 11. Juli 1826 zu Düsseldorf, gest. am 
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30. Oktober 1893 zu Karlsruhe) das Arbeitsvermögen der Masse 
nennen. Es war ^jimc^ das anfängliche, es ist ^jimv^ das nach- 
berige gröfsere Arbeitsvermögen. Die linke Seite der Gl. 1 ist also 
die ^^Zunabme an Arbeitsvermögen^, welche der Massenpunkt durch 
die Kraft K erfahren hat. Die rechte Seite ist aber die mechanische 
Arbeit der Kraft K. 61. 1 bedeutet hiernach: 

Die Zunahme des Arbeitsvermögens eines Massen- 
punktes ist gleich der während der Bewegung an dem 
Massenpunkte verrichteten mechanischen Arbeit. 

Ist der Sinn der Kraft K der Be- ^. .« 

Flg. 46. 

wegungsrichtung entgegengesetzt (Fig. 46), 

so entsteht eine verzögerte Bewegung; es <^ j t - ^ 

ist dann (nach S. 12) * 

8 = —^ = ■— ^rY= — r , oder 

2 p 2 [K: m) 

2) V2 wiv^ — V2 tnc'^ = — Ks . 

In diesem Falle bewirkt die Kraft K eine Abnahme des 
Arbeitsvermögens, und zwar wird diese wiederum gemessen durch 
die von der Kraft geleistete Arbeit (im absoluten Sinne). Da aber 
die geleistete Arbeit jetzt als negativ aufzufassen ist, so empfiehlt es 
sich, für die allgemeine Anwendung dieses Satzes auch eine etwaige 
Abnahme des Arbeitsvermögens ^/2mc^ -- ^/2mv^ stets in der 
Form einer algebraischen Zunahme (deren Wert hier negativ ist) 
zu schreiben, d. h. (61. 1 und 2) stets von dem Endwerte des 
Arbeitsvermögens den Anfangswert abzuziehen und den Unterschied 
gleich der verrichteten Arbeit zu setzen; dann entspricht eine positive 
Arbeit einer positiven Zunahme des Arbeitsvermögens, und umgekehrt. 

Hatte ein Massenpunkt die Anfangsgeschwindigkeit Null, die 
Endgeschwindigkeit v, so ist (61. 1) ^/2mv'^ = Ks, oder es drückt 
das Arbeitsvermögen einer Masse m diejenige Arbeit aus, welche 
verrichtet werden mufste, um den Punkt aus der Euhe in die 
6eschwindigkeit v zu versetzen. Soll aber die 6e3chwindigkeit c 
in Null verwandelt werden, so mufs stattfinden (61. 2) 

0= ^I^mc^^—Ks. 

^I^mc^ ist also zugleich die absolute 6röfse der Verzögerungsarbeit, 
welche nötig ist, um eine Masse m von der 6eschwindigkeit c 
zur Buhe zu bringen. Will man einen Massenpunkt mit der 
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Geschwindigkeit c fortwerfen, so mafs man durch Muskelkraft eine 
Arbeit von der Gröfse ^limc^ auf ihn übertragen, und dieses 
Arbeitsvermögen, welches der Massenpankt in sich trägt, kann, wie 
wir später sehen werden, wieder zur Arbeitsyerrichtung benutzt 
werden. Das Arbeitsyermögen ^limc^ ist daher wirklich nur eine 
besondere Form von mechanischer Arbeit Dafs ^ßmc^ auch nach 
Meterkilogrammen zu messen ist, erkennt man, wenn man mit der 
Fallbeschleunigung multipliziert und dividiert; dann wird 

V2 mc^ = mg • ^. 

Hierin ist mg eine Kraft, ^72^ aber eine GeschwindigkeitshQhe, 
4. h. eine Länge, so dais das Produkt in "^^ zu verstehen ist. 

Der Satz vom Arbeitsvermögen ist besonders für solche Auf- 
gaben geeignet, wo es wesentlich auf die Gröfse der Endgeschwin- 
digkeit, nicht aber auf Beschleunigung und Zeit der Bewegung 
ankommt. 

Beispiel : Der Fall der abwärts gerichteten Wurf bewegong (Fig. 34, S. 35) 
ist für die Anwendung des Yorstehenden Satzes sehr geeignet. Ist die Strecke 8 
durchfallen, so hat die Schwere die Arbeit -\- mg - 8 verrichtet. Die Zunahme 
an Arbeitsvermögen ist daher 

^\imx)^ — ^limc^ = mg • s, mithin 

^2 — c^ = 2g8 oder v = l/~c* -|- 2^«, 

Für die Aufwärtsbewegung (Fig. 35) ist die Arbeit negativ, nämlich — mg-Sy mithin 

V« mv^ — ^l2mc^ = — mg • 8 

oder v'^ — c' = — 2 ^ s , mithin v = y c^ — *2 gs. 

Fafst man die Bewegung vom Punkte P aus zur höchsten Stelle B und wieder 
zurück nach P zusammen, so ist die ganze Arbeit der Schwere Null, weil 
aufwärts — mg - s, abwärts -{- mg ' 8 verrichtet wurde. Daher kann auch 
bei der Bewegung von P über B und nach P zurück keine ZunahiAe an 
Arbeitsvermögen entstehen, oder die Geschwindigkeit an einem beliebigen 
Punkte P mufs für Abwärts- und Aufwärtsbewegung die gleiche sein. 

Ein Eisenbahnzug von 200000 kg Gewicht und 25"'/8ek Geschw. hat das 

. , .. 200000-252 62500000nikg ^^ n v . • 
Arbeitsvermögen -^ = . — Das Geschois einer grofsen 

Kanone hat bei 450 ^ Gewicht und 527 m/sek Geschw. ungeföhr dasselbe 

. , .. „ ..,.,450.5272 62489025 mkg r.- .7 1 «. ^ 

Arbeitsvermögen, namuch = . — Die Zugkraft der 

if if 

Lokomotive hat in 180 Sek. längs eines Weges von 2250 ni (nach S. 13) die- 
selbe Arbeit geleistet, die von der Ausdehnungskrafb der Pulverladung in einem 
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kleinen Bruchteil einer Sekunde längs des Kanonenrohres verrichtet worden 
ist (wenn man in beiden Fällen nur diejenigen Teile der Kräfte beachtet, 
welche zur Beschleunigung dienen, d h wenn man die Reibungs- und Luft- 
widerstände nicht berücksichtigt). 

2) Es soll nun der Satz vom Arbeitsvermögen auch für krumm- 
linige Bewegung bewiesen werden. Ein Massenpunkt bewege sich 
unter Einwirkung einer gleichbleibenden Kraft K, die aber nicht 
mit der Bichtung der Anfangsgeschwindigkeit c zusammenfallen 
möge (Eig. 47); dann erteilt die Kraft dem Pankt eine Elementar- 
beschleunigung p ' dt mA^r Richtung der Kraft. Anfangsgeschwindig- 
keit und Elementarbeschleuni- 
gung liegen in der durch die ^^' 
Richtungen von c und K be- 
stimmten Ebene, daher müssen 
auch die ferneren Geschwindig- 
keiten in dieser Ebene verbleiben. 
Die unter Einwirkung einer 
gleichbleibenden Kraft ent- 
stehende Bahnlinie ist dem- 
nach eine ebene Kurve. 
Daher kann man die Bewegung 
AB in zwei Seitenbewegungen AC (in der Richtung der Kraft K) 
und AD (rechtwinklig zur Kraft) zerlegen. Zerlegt man Ge- 
schwindigkeiten und Kraft nach denselben Richtungen, so erhält 
man die Seitengeschwindigkeiten und Seitenkräfte. In der Richtung 
AD wirkt keine Kraft; in dieser ist daher die Geschwindigkeit 
dauernd gleich u\ in der Richtung AC aber vergröfsert sich die 
Geschwindigkeit von w^ auf w^. Für die Seitenbewegung AC=s 
ist das Gesetz vom Arbeitsvermögen bereits bewiesen, daher 

S) V2 rnivl — V2 mw\ == Ks, 

Weil aber i^ = u^ + wl und 

c^ = li^ + iv], 
sor wird v^ — d^ = wl — iv\, so dafs man aus Gl. 1 erhält 

4) */2 mv^ — V2 mc^ = Ks. 

Ks ist auch für die krummlinige Bewegung AB die Arbeit 
Ton K, so dafs hiermit das Gesetz vom Arbeitsvermögen auch für 
krummlinige Bewegungen unter Einwirkung einer gleichbleibenden 
Kraft nachgewiesen ist. 
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3) Wird nun der soeben betrachtete Fall noch verallgemeinert, 
indem man K als veränderlich annimmt, so kann man auf Omnd 
der auf S. 42 gepflogenen Erörterungen behaupten, dafs während 
eines Bewegungsteilchens die Zunahme an Arbeitsvermögen gleich 
dem Arbeitsteilchen, also d (V2 mv^) = dfi sein mufs. Eine 
Summierung auf beiden Seiten ergibt dann auch für die endliche 
Bewegung V2 wiv^ — V2 mc- = 2. ' 

Steht der Massenpunkt unter Einwirkung beliebig vieler Kräfte, 
so kann man diese für jeden Augenblick durch ihre Mittelkraft 
ersetzen, deren Arbeit dann gleich der Zunahme an Arbeitsvermögen 
sein mufs. Da aber nach S. 43 die Arbeit der Mittelkraft gleich 
der Arbeitssumme der Einzelkräfte ist, so hat man nun den Satz 
vom Arbeitsvermögen in der allgemeinen Form: 

Die Zunahme an Arbeitsvermögen, welche ein 
Massenpunkt während einer Bewegung, er fährt, ist gleich 
der algebraischen Summe der mechanischen Arbeiten, 
welche von allen auf den Punkt wirkenden Kräften 
während dieser Bewegung verrichtet werden. 

9. Parabolische Wurfbewegurig. 

Wird ein Massenpunkt mit der Geschwindigkeit c schräg 
aufwärts geworfen unter dem Neigungswinkel a gegen die Wage- 
rechte und der alleinigen Einwirkung der Schwere überlassen, so 
entsteht, wie bei Fig. 47 erläutert, eine krummlinige Bewegung in 
einer durch c und die lotrechte Bichtung der Schwere bestimmten 
Ebene. 

Zerlegt man (Fig. 48) die 
krummlinige Bewegung in zwei 
Seitenbewegungen nach der Bich- 
tung der Lotrechten AY und 
rechtwinklig dazu nach AB, so 
mufs die letztere ofiFenbar gleich- 
förmig sein, weil in ihr keine 
Kraft auftritt. Sie erfolgt dem- 
nach mit der Geschwindigkeit c cos a, welche sich durch Zerlegung 
von c ergibt. Es ist mithin 

1) Vx = € cos a und v^ = (? sin a — gt, 

da die lotrechte Seitenbewegung wegen der Fallbeschleunigung 
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gleichförmig verzögert wird. Die Neigung von v gegen die Wage- 
rechte ist 



Vx c COS a 

Die Wegeslängen in beiden Seitenbewegungen sind 

x==c cosa^ und y = c sina^ — ^hgt^* 

Entfernt man t aus diesen beiden Qleichungen, indem man 

t == aus der ersten in die zweite einführt, so entsteht als 

c cosa 

Oleichung der Bahnlinie 

welche nach den bekannten Begeln der analytischen Geometrie als 
Parabel erkannt wird. 

Da die lotrechte Seitenbewegung aufwärts und abwärts ganz 
symmetrisch, die wagerechte aber gleichförmig erfolgt, so schliefst 
man leicht, dafs der ansteigende Teil der Bahnlinie dem abfallenden 
Teile symmetrisch sein mufs, dafs also eine Lotrechte durch den 
höchsten Punkt A^ der Bahnlinie die Hauptachse der Parabel sein 
mufs. Bestimmter überzeugt man sich davon noch, indem man 
die Kurve auf ein durch A^ gelegtes Achsenkreuz (wagerecht und 
lotrecht) bezieht. Die Höhe des höchsten Punktes Ay^ ist offenbar 

Q\ / ^^ 8in^ g 

3) '- 27-' 

da in der lotrechten Seitenbewegung mit der Anfangsgeschwindig- 
keit c sin OL nur diese Höhe erstiegen werden kann. Die dazu ge- 

€ sin o. 
hörige Zeit, nach welcher Vy = (?sin a — ^< = wird, ist t^ = , 

und während dieser erfolgt eine wagerechte Seitenbewegung 

.. _ c sin OL c^ sin« cosa 

4) 6 = vj>i = c cos OL = . 

9 9 

Hierdurch liegt der höchste Punkt Ai fest. Setzt man nun 

c- sin a cos a . 

03 = — ocy == Xi und 

9 
y = h — yy=- — yi m GL 2 em. 

Keck, Mechanik I. 4 
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SO ergibt sich nach einfacher Zosammenziehung 
5) ,.2=.2i^^^^.v,. 

Diese Gleichung stellt eine Parabel mit lotrechter Achse und 

C^ COS'^ OL 

dem Scheitel Ai dar, und zwar ist der Parameter ; es ist 

ff 

denmach diese Oröfse, welche die Form der Bahnlinie allein be- 
dingt, nur von der wagerechten Seitengeschwindigkeit <;cosa, 
nicht aber von der lotrechten anfänglichen Seitengeschwindigkeit 
c sin OL abhängig. Letztere bestimmt aber, weil sie in den Gleichungen 
3 und 4 vorkommt, die Lage des Scheitelpunktes Ai der Wurflinie 
gegen den Anfangspunkt A. 

Besondere Fälle: 1) Ist a = 0, wird der Punkt also wagerecht 
fortgeworfen (Fig. 49), so ist ccos a = c, csin a = 0, daher werden 
h und b beide zu Null, und der Anfangspunkt A ist „. .^ 
gleichzeitig der höchste Punkt ^j. Der Parameter Ai 
der Parabel wird c^iff. 

2) Erfolgt aber der Wurf schräg abwärts (Fig.50), ^""9 
so wird c sin OL, den früheren Betrachtungen gegenüber, negativ; 
es ist dann 

c^ sin a cos a , c^ sin^ a 




b= ; h = 



ff ^ff 

mithin liegt dann der Scheitel A^ in der nach rückwärts verlängerten 
Bahnlinie, wird also von dem Massenpunkte, der 
seine Bewegung in A beginnt, nicht mehr durch- Fig. 50. 

laufen. jii. 

Der zuerst betrachtete Fall (Fig. 48) ist ^\^2^ 
offenbar der vollständigere, da in ihm die ab- * N^^^ 

wärts gerichtete Bewegung mit vorkommt. ys 

Die Geschwindigkeit v in einem beliebigen 
Punkte P der Bahnlinie ergibt sich am einfachsten nach dem 
Satze vom Arbeitsvermögen. Während der Bewegung von A nach 
P verrichtet nämlich die Schwerkraft die Arbeit — mgy, daher 
wird nach Gl. 4, S. 47 

Solange der Punkt steigt, solange also y wächst, vermindert sich 
die Geschwindigkeit, und im Scheitel ist sie am kleinsten, indem 
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sie dort lediglich aus der wagerechten Seitenbewegung c cos a be- 
steht Ist der Scheitel überschritten, sinkt der Massenpunkt, so 
nimmt v fortgesetzt wieder zu,ist im Punk te J5 für y =• wieder 
gleich der Anfangsgeschwindigkeit c und wird dann immer grölser. 
Die Entfernung AB^l, in welcher der Massenpunkt wieder 
dieselbe wagerechte Ebene erreicht, von der er ausging, heifst die 

Wurfweite und ist offenbar = 26 = oder 

6) i^c2^2a 

9 
Die Daaer t^ dieses Warfes betrat, da Z = c cos a <2 i^^ 

7) ^ = 2<,=l^ii^. 

9 

2) Bei einer Wurf-, Schiefs- oder Schleudervorrichtung ist die Ge- 
schwindigkeit ^, welche dem Massenpunkt erteilt wird, meist gegeben, 
der Winkel a aber beliebig wählbar. Will man eine bestimmte 
Wurfweite l erreichen, so zeigt Gleichung 6, dafs diese mit sin 2 a 
verhältnisgleich ist. Es haben aber zwei Winkel, die sich zu 180^ 
ergänzen, die man etwa 90 + 9> und 90 — (p nennen kann, gleichen 
Sinus ; jeder von beiden liefert daher, gleich 2 a gesetzt, den gleichen 
Wert von sin 2 a . Sonach geben 2 Steigungswinkel a , welche 
sich zu 90 ^ ergänzen und welche man 45 ^ 4- V2 9> und 45 ^ — V^ 9> 
nennen kann, dieselbe Wurfweite. Bei gleichen Anfangsgeschwindig- 
keiten c läfst sich also ein gegebenes Ziel sowohl durch einen 
hohen, wie durch einen flachen Wurf erreichen. Beide fallen aber 
zu einem einzigen zusammen für a = 45^, und dieser Steigungs- 
winkel liefert den Gröfstwert der Wurfweite, nämlich 

8) Imax = 



9 
Die gröfste erreichbare Höhe entsteht bei a = 90 ^ und wird 



c2 



Arno« = ö— ; die mit einer Geschwindigkeit c erreichbare gröfste 

Wurfweite ist mithin doppelt so grofs wie die gröfste erreichbare 
Wurfhöhe. 

Bei a = 450 wird (nach Gl. 3) A = ^, d. h. die PfeUhöhe 

^9 
dieser Wurflinie beträgt V^ der Wurfweite (der Sehne). 

4* 
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Beispiel 1:* Eine gespannte Armbmst (eine geladene Windbüchse, ein 
Blasrohr oder dergl.) erteile dem Geschofs eine Geschwindigkeit c = 25n/sek. 
Mit welchem Steigungswinkel ist 



eine Wurfweite von Z = 40 » zu 
erreichen? (Fig. 51.) Nach Gl. 6 
25> sin 2 a 



Fig. 51. 



C. 



ist 40 = 



9,81 



mithin 




sind 2 a = 0,628; diesem entspricht 
ein Winkel 2a = 39<>, zugleich 
aber auch 2 a = 141 ^. Also sind 
die beiden Steigungswinkel a= 1 9,5° 
und 70,ft° verwendbar. Dann ist 
sin a = 0,334 bezw. 0,943 , sonach 

beträgt c sin a = 8,4 bezw. 23,6 und die Wurf höhe nach Gl 3 : Ä = 3,.> 
bezw. 28,8 m, die Wurfdauer aber (Gl. 7): *2 = li^ bezw. 4,8i Sekunden. Die 
gröfste erreichbare Höhe bei a = 90° beträgt c^: (2^) = 3 1,9 m, die gröfste 
mögliche Wurfweite bei a = 45°: doppelt soviel, nämlich 63,8m = ^JB2- * 
Soll ein Ziel getroffen werden, welches nicht in gleicher Höhe mit A 
liegt, sondern die Koordinaten x und y hat, so findet man den erforderlichen 
Steigungswinkel, indem man Gl. 2 nach a auflöst. Führt man zur Abkürzung 

x" 



die Geschwindigkeitshöhe A; = ^r— ein, so wird Gl. 2 : y = j; tg a — - ^ , 

^ y 4 A/ cos OL 

bedenkt man, dafs 1 : cos' a = sec' a = 1 + tg' a , so ergibt sich leicht 



10) 



^g« = ^±]/ 



4:k(k — y) 



X' 



— 1 



Bei gegebenem k, d. h. gegebener Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses 
gibt es bezüglich der Punkte, die für das Geschofs erreichbar sind, eine 
bestimmte Grenze. Für gewisse Wertpaare von x und y wird nämlich die 
Wurzel in Gl. 10 reell, för andere aber imagiDär. Letztere Wertpaare ent- 
sprechen den • unerreichbaren Punkten. Die Grenzlinie zwischen den erreich- 
baren und unerreichbaren Punkten erhält man, wenn die Gröfse unter dem 
Wurzelzeichen gleich Null gesetzt wird, d. h. 4 fc^ — Aky = x^ oder 



H) 



, x^ c^ g 



X' 



Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Scheitel in der Höhe k = c^: {2 g) 
lotrecht über dem Anfangspunkt A liegt, und deren halbe Sehne gleich der 
Wurfweite l = 2k = c^ : g ist. Sie ist in Fig. 51 durch die Strichpunktierte 
C^JBg dargestellt. Gibt man a alle möglichen Werte, so bezeichnet Gl. 2 
(S. 49) eine Schar von unendlich vielen verschiedenen Wurfparabeln, die 
sämtlich von A ausgehen. Umschliefst man diese unendlich vielen für eine 
gespannte oder geladene Wurf- oder Schiefsvorrichtung möglichen Parabeln 
durch eine sie sämtlich berührende Kurve, so nennt man diese die Ümhüllungs- 
linie, und die Parabel C^B2 der Gl. 11 ist eben diese Umhüllungslinie. 
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Ihre Gleichung kann auch noch auf andere Weise, als eben geschehen, 
gefunden werden, indem man nach der Lehre Yon den Umhüllungslinien die 
Abgeleitete der Gleichung 2 (S. 49) der Eurvenschar nach dem für die Eurven- 
schar veränderlichen tg a gleich Null setzt, diese Gleichung mit Gleichung 2 
verbindet und aus beiden tg a entfernt. Es wird Gleichung 2, wenn man 
darin 1 : cos* a = 1 + tg* a setzt : 

1-') y = .:tga-f^;-gtg-^a. 

Mithin 

13) ^y =o = a.-^%ga. 

^ d (tg a) c^ ^ 

Hieraus tga = — gibt, in Gleichung 12 eingesetzt: 

Q X 

c' Q c' 

y = ^ x^ oder 

C* Q 

y = -^ "ö2^^ ^^® ^^ Gleichung 11. 

Beispiel 2 : Hat ein Eisenbahnwagen eine Geschwindigkeit u in gerader 
Bahnlinie, so nehmen alle Eörper, die in demselben in scheinbarer Ruhe sich 
befinden, an der Geschwindigkeit u teil. Läfst man also in einem solchen 
Wagen einen Massenpunkt aus der ruhenden Hand fallen, so ist seine schein- 
bare Bewegung freilich eine lotrechte Fallbewegung, die wahre Bewegung aber 
eine parabolische Wurf bewegung, die mit der wagerechten Geschwindigkeit u 
1t)eginnt. Dasselbe gilt natürlich auch, wenn man einen Massenpunkt aus dem 
Fenster eines Eisenbahnwagens fallen läfst. Ein aufserhalb des Zuges auf dem 
Erdboden befindlicher Beobachter erblickt in solchem Falle eine parabolische 
Bahnlinie nach Fig. 49, wenn darin c mit u vertauscht wird. Für i« = 20 m/sek 
wird der Parameter der Parabel 20* : 9,8i = 400 • 0,io2 = 40,8 m. 

Erteilt man aber dem Massenpunkte, statt ihn aus der ruhenden Hand 
vom Eisenbahnwagen aus fallen zu lassen, mittels Wurfes eine wagerechte 
Geschwindigkeit w= lOm/sek rechtwinklig zur Fahr- 
richtung (Fig. 52, Grundrifs), so ist diese nur eine ^^* 

Seitengeschwindigkeit; die wahre Geschwindigkeit v 
aber in Bezug auf den festen Erdboden ist die Mittel- 
geschwindigkeit aus IT = 10 und w = 20, mithin 

V = Vw^ + w* = 10 /"ö = 22,361 . I I «-5o 

Für den aufsen stehenden Beobachter entsteht eine 
Wurfbewegung, die mit der wagerechten Geschwindigkeit t? = 10 yb beginnt 
und in der lotrechten Ebene durch v erfolgt. Würde der Beobachter von 
diesem Wurf etwa getroffen, so würde, wenn man nur die wagerechte Seiten - 
bewegung berücksichtigt und die Vergröfserung der wahren Geschwindigkeit in 
schräger Richtung durch die Wirkung der Schwere aufser Acht läfst, die 
Wirkung des Wurfes nach dem Arbeitsvermögen '^j^mv'^ = ^l'im • 10* • 5 zu 
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beurteilen sein. Der Werfende hat nur die Arbeit V^^ 1^' ^^^ ^^^ Massen- 
punkt übertragen; die durch die Ejraft der Lokomotive erzeugte Zuggeschwin- 
digkeit hat aber zur Folge, dafs das Arbeitsvermögen (oder die Gewalt, die 
Wucht) des Wurfes auf das 5 fache gewachsen ist. Die aufgewendete Wurf- 
geschwindigkeit w entsprach nur einer Fallhöhe lo^ : 2^ = 5,i™, während dl» 
Wirkung dieselbe ist, als fiele der Punkt aus der Höhe 5 • 5,i = 25,5™. Hier- 
nach kann man beurteilen, wie gefährlich das Hinauswerfen fester 
Körper aus fahrenden Eisenbahnzügen werden kann. 

Bei den bisherigen Untersuchungen über Fall- und Wurfbewegungen 
wurde vorausgesetzt, dafs auf den Massenpunkt allein die Schwere einwirke. 
Auf S. 37 wurde aber schon bemerkt, dafs bei Körpern von verhältnismäfsig^ 
grofsem Bauminhalt und bei grofsen Geschwindigkeiten der Luftwiderstand ein» 
bedeutende Bolle spielt. Es sei hier nur bemerkt, dafs ein Gewehrgeschofs 
schon bei etwa dO^/sek Geschwindigkeit einen Luftwiderstand erföhrt, der 
gleich dem Gewichte des Geschosses ist, so dafs ein mit dieser Geschwindigkeit 
abwärts geworfenes Geschofs sich gleichförmig bewegen würde, da der 
Luftwiderstand die Schwere aufhebt. Weil der Luftwiderstand aber etwa ver- 
hältnisgleich dem Quadrate der Geschwindigkeit wächst, so wird er bei einer 
Schufsgeschwindigkeit von 400 »/sek das 64 fache des Gewichts betragen. 
Hieraus ergibt sich klar, dafs die Bewegung eines solchen Geschosses mit den 
hier entwickelten Formeln wenig Ähnlichkeit haben wird. Aus diesem Grund» 
haben wir auch in dem Beispiel auf S. 52 nicht ein Gewehrgeschofs, sondern 
ein Geschofs mit geringerer Geschwindigkeit der Bechnung unterzogen. 

Femer wurde bisher die Fallbeschleunigung als gleichbleibend nach 
Gröfse und Bichtung vorausgesetzt. Im folgenden soll untersucht werden^ 
wie sich die Fallbeschleunigung mit der Veränderung des Ortes ändert, woraus 
sich dann freilich zeigen wird, dafs dieser Einflufs bei den vorkommenden 
Fällen der Wurfbewegung verschwindend klein ist. 



10. Gesetz der allgemeinen Massenanziehung. 

Das Gesetz der Schwere (S. 33) ist nur ein besonderer Fall 
des Gesetzes der allgemeiDen Massenanziehung, welches von Newton 
1685 aufgestellt wurde. Dasselbe lautet: 

Je 2 Massenpunkte m und nii, die sich in der Ent- 
fernung l voneinander befinden, üben ^. .. 

® Flg. 53. 

aufeinander eine gegenseitige An- ^ ^ 

Ziehungskraft aus, die proportional T ^^^ J 

dem Produkte der Massen und um- 
gekehrt proportional dem Quadrat ihrer Entfer- 
nung ist. 
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Es ist hiernach (Fig. 53) 

worin k offenbar die Anziehungskrafl zwischen 2 Massen einh ei ten 

in dem Abstand 1=^1 bedeutet. Für Kilogramme als Kräfte, 

64 
fQr Meter und Sekunden ist ä; = 0,00000000064 « ^^ . 

Diese Formel 1 gilt einstweilen nur für Massenpunkte ohne räumliche 
Ausdehnung ; wir wollen darnach feststellen, wie eine dünne gleichartige Kngel- 
schale auf einen Massenpunkt einwirkt. 
Die Kugelschale (Fig. 54) habe den Halb- Fig. 54. 

messer r, die Wandstärke dr; der Massen- 
punkt m sei vom Mittelpunkte der Kugel 
um l entfernt. Man ziehe einen Halbmesser 
CPf der mit Cm den Winkel ^ einschliefst 
und ziehe in dem Abstände d^ einen zweiten 
Halbmesser. Beide lasse man sich um Cm 
als Achse drehen, dann schneiden sie aus 
der Hohlkugel eine kleine Zone heraus. 
Von der Umfangslänge der Zone denkt man 

sich bei P ein Bogenteilchen ds rechtwinklig zur Bildebene herausgenommen, 
dann hat man bei P ein Massenteilchen, welches nach allen drei Richtungen 
unendlich klein ist. Der Stoff der Hohlkngel habe für 1 ebm das Gewicht y 
(unter 45 ® geographischer Breite gewogen). Das Gewicht eines Kubik- 
meters in Kilogrammen (unter 45^ geogr. Br.) nennen wir die Dichte 

des Körpers. Das Körperteilchen hat dann die Masse ~ - df'vd^- ds und 

Übt auf m die Anziehungskraft aus k- - • dr-r- di9- ds- —:^. Diese Kraft 

kann zerlegt werden in eine mit der Richtung m C und eine, welche im Punkte m 
rechtwinklig zu mC nach oben gerichtet ist. Die erstere beträgt 

k-^- dr-r' di'^' da- —T,QO9 0, 
9 P^ 

worauf die zweite durch die Einwirkung eines gleichen bei Q befindlichen 

Massenteilchens aufgehoben wird. Sämtliche Massenteilchen der Zone wirken 

in übereinstimmender Welse auf m ein, da für sie alle d&j p und ^ dieselben 

sind. Wir können daher die Gesamtanziehnng der ganzen Kugelzone erhalten, 

wenn wir statt da den Umfang 2 ;rr sin f9 einsetzen. Dann entsteht die Anziehung 




Y tu 

dK= k ' - ' dr ' r ' di!^ • 2 Tzr ' Bin ^ ' —T, ' C08 ^ . 
9 P^ 



Nun ist aber die Masse der ganzen Hohlkugel ilf=~ 4H;r • c^r; wird dies in 

dK eingeführt, so entsteht 

, . ,^.k Mm sin »9 - d^%' cos <p 
1) dK = — ; 7, "^. 
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Die Veränderlichen t9 und fp sollen auf p zarftckgeftthrt werden. Es ist nämlich 
in dem Dreiecke CPwi : r* =s Z • 4- />" — 2 Z ö cos «? mithin cos «? = -in — ; 

ebenso cos ^ = ^ri ^ und durch Differentiation — siniJ • di? = — ^-; — ^. 

Hiemach wird 

^, ,^ kMmP — r^-itp^ ^ kMmV^r^ + p^ ^ 

2 2Vrp^ 4rP p^ 

Um nun die Anziehungskraft £^ der ganzen Hohlkugel zu erhalten, mufs 

man vorstehenden Ausdruck integrieren. Liegt der Punkt m aufs erhalb der 

Hohlkugel, so sind ihre nächsten Teile im Abstand { — r, die fernsten im 

Abstand l-\-r vom Massenpunkte, so dafs diese Werte als Grenzen für p 

einzusetzen sind. Daher wird 

►«■fr 






l- r 

Das unbestimmte Integral aber ist 

Dies wird mit Bücksicht auf obige Grenzen 

mithin wird 

4) K=k—^. 

Diese Anziehungskraft ist (nach Gl. 1) dieselbe, als ob die Masse M 
der Eugelschale in ihrem Mittelpunkte vereinigt wäre. Hieraus 
folgt weiter, dafs eine Hohlkugel von endlicher Wandstärke oder auch eine 
Vollkugel, die aus lauter gleichartigen Eugelschalen besteht, bezüglich der 
Anziehungskraft gegen einen aufserhalb befindlichen Massenpunkt ebenso wirkt, 
als ob die ganze Masse der Hohlkugel oder Kugel in ihrem Mittelpunkte ver- 
einigt wäre. Dabei ist nicht erforderlich, dafs die verschiedenen Eugelschalen 
dieselbe Dichte haben, wenn nur jede Schale für sich gleichartig an Dichte ist. 
Auch für die gegenseitige Anziehungskraft zweier Kugeln ergibt sich leicht, 
dafs man die Masse einer jeden in ihrem Mittelpunkte vereinigt ansehen kann. 

Liegt der Massenpunkt im Innern der Kugelschale 
(Fig. 55), so ergibt sich für die Anziehung einer 
Zone bei P dieselbe Gleichung 1, daher auch dieselbe 
Gleichung 2; nur sind jetzt die Grenzen r + l und 
r — Z als gröfste und kleinste Entfernung des Massen- 
punktes von der Schale. Die Einsetzung dieser Grenzen 

7« *.2 72 *.2 

in Gl. 3 gibt: -—r^ + r-hl + - V" — (^~0 

= r — Z + ^ + Z — r — Z--r-|-Z = 0, so dafs auch 

K=0 wird. Die Anziehungskraft einer dünnen, gleichartigen 




10. Gesetz der allgemeinen Massenanziehung. 



57 



Kugelschale gegen einen in ihrem Inneren hefindlichen Punkt 
ist also Null. 

Die Anziehung einer aus gleichartigen dünnen Eugelschalen bestehenden 
Hohlkagel von endlicher Wandstärke auf einen in ihrem Hohlräume gelegenen 
Punkt ist demnach ebenfalls Null. 

Betrachten wir nun die Erde als Kugel, aus unendlich vielen Schalen 
hestehend, von denen jede für sich gleichartig ist, so ist ihre Anziehungskraft 
für einen aufserhalb gelegenen Massenpunkt m ebenso zu berechnen, als ob 
ihre ganze Masse im Mittelpunkte vereinigt wäre. Für einen Massenpunkt an 
der Erdoberfläche, d. h. in dem Abstand r (Erdhalbmesser) vom Mittelpunkt M 
ist nun die Anziehungskraft gleich mg^ mithin 



kMm 



V 



= mg oder 



Fig. 56. 



4) kM==grK 

Nennen wir aber die An- 
ziehungsbeschleunigung (Fall- 
beschleunigung) eines in 
gröfserem Abstand x vom 
Erdmittelpunkte befindlichen 
Punktes gx (Fig. 56), so wird 
auch 



kM= gxX^f mithin 




5) 



ffx:9 = r^: ar? 



Die Darstellung dieser Gleichung ist eine Kurve BQ, welche, nach beiden 
Seiten verlängert gedacht, sich ähnlich wie eine gleichseitige Hyperbel beiden 
Achsen asymptotisch nähert, jedoch keine Symmetrieachse hat. (Kämen auf 
der rechten Seite der Gl. 5 die ersten Potenzen statt der Quadrate vor, so 
würde eine Hyperbel die Darstellung sein.) Für x = 2r und 3 r ist gx nur 
noch ^l^g bezw. ^/^g. 

Für die Veränderlichkeit der Fallbeschleunigung im Inneren der Erde 
wäre das Gesetz einfach, wenn man annehmen dürfte, dafs die Dichte der 
Erde überall gleich sei. Unter dieser Voraussetzung würde man für ein 
Massenteilchen im Abstand x von dem Mittelpunkte die Erde zerlegen in 
eine Vollkugel vom Halbmesser x und eine äufsere Hohlkugel von der Wand- 
stärke r — X. Letztere würde keine Einwirkung ausüben, erstere aber ebenso 
wirken, als ob ihre Masse in der Mitte vereinigt wäre. Darnach wird nach Gl. 4: 

kMx = gxx'^, 

wenn Mx die Masse der Kugel vom Halbmesser x. Da nun im x = r wiederum 

k M = g r'^ , so wird 



6) 



r- Mc , ., 

ffx = g-^-:rr oder, weil 

^ ^ x' M ' 
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dargestellt durch eine in Fig. 56 gezogene Gerade MB, Die Erde ist aber 
durchaus nicht von überall gleicher Dichte, vielmehr sind die tieferen Schichten 
bedeutend dichter als die uns bekannten, in der N&he der Oberfläche gelegenen. 
Daher ist Mxi M> x^ :r^ und es wird (jx > g*lr . Statt der Geraden MB 
ist daher eine oberhalb derselben liegende Kurve MB der wahre Ausdruck 
des Gesetzes, welches wir aber nicht entwickeln können, da das Gesetz der 
Veränderlichkeit der Dichte nicht bekannt ist. 

Nehmen wir nun an, dafs die dem Menschen zugänglichen oder 
auch durch Wurf zu erreichenden Höhen sich um höchstens 10000 ™ 
über die mittlere Erdoberfläche erheben, so würde, weil der mittlere 
Erdhalbmesser etwa 6370000 " beträgt, für diese Grenze 
,z? = 6380000" betragen, daher nach Gl. 5: 

gx'9=^ 637 2:6382 sein; 

dies ist etwa — 1000 : 1003, d. h. sehr wenig von der Einheit 
abweichend. Nennt man h die Höhe eines Punktes über der 
Meeresfläche, so ist nach Gl. 5 mit x = r + h\ 

gx /• 1 \ rJ r ^r/ 

Wenn man dann (-1 und (-1 gegen 1 vernachlässigt, so ent- 
steht annähernd 
8) J/x = sr(l-2|- 

Für die weitaus meisten technischen Anwendungen kann diese Ver- 
änderlichkeit von gx mit der Höhe vernachlässigt werden. 

Die Erde übt nun aber auch auf den Mond eine Anziehungs- 
kraft aus, und die dieser Kraft entsprechende Beschleunigung gx 
ergibt sich, da die Entfernung des Mondes von dem Erdmittel- 
punkt etwa 60 Erdhalbmesser ausmacht, zu 

Hörte die ümlaufbewegung des Mondes um die Erde für einen 
Augenblick auf, so würde der Mond eine beschleunigte Fallbewegung 
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nach der Erde hin aasführen; die Beschleunigung würde anfänglich 
nur 0,0027 "^/aek» betragen, würde aber mit der Annäherung an die Erde 
wachsen und sich allmählich dem Werte 9,81 nähern. Dafs diese 
Fallbewegung nicht zu stände kommt, rührt von der Geschwindig- 
keit des Mondes rechtwinklig zur Bichtung der Anziehungskraft her, 
wie weiter unten noch besprochen werden wird. 

s 
Die Gl. 4 (S. 57) kann auch dazu dienen, die Masseiizalil M der Erde 

zu bestimmen. Es ist M=gr^:k also i»f= 9,8i • 63700003 - 10" : 64 

= 622 . 10" Masseneinheiten. Die Erde hat etwa 1083 • 10 ^^ Kubikmeter 

Inhalt; bestände sie aus Wasser (von 4° C), so würde ihr Massengehalt 

1083 . 10^8 . 1000 : 9,81 = 110 . lO^^ Masseneinheiten. 

Mithin ist die Erde durchschnittlich 622 : 1 10 == 5,65 mal dichter als 
Wasser. 

Fallbesehleniiigang aB der Oberfläche anderer Himmelskörper. Die 
Gleichung 4, S. 57, für die Fallbeschleunigung g an der Erdoberfläche 

g = Mk:r^- 
gilt, ihrer Entwicklung nach, allgemein für die Zeitbeschleunigung an der 
Oberfläche eines beliebigen Himmelskörpers von der Masse M und dem Halb- 
messer r. Gehen M und r in M^ und r^ über, so wird 

gi = M,k:ri\ 
mithin ist das Verhältnis 

g M r^'^ ' 
Ist die Masse der Sonne 327 000 mal so grofs wie die der Erde, während 
die Halbmesser in dem Verhältnis 108:1 stehen, so wird das Verhältnis 
der Fallbeschleunigungen 

^^:^ = 327000: 1082 = rund 28. 

An der Oberfläche der Sonne beträgt also die Fallbeschleunigung ungefähr 
275™/gek9; an der Oberfläche des Mondes etwa nur 7« * 9,8i= l,e4ni/geks. 

11. Parabolische Bewegung im allgemeinen. 

Die aUeinige Einwirkung der als gleichbleibend betrachteten Schwere 
bewirkte eine Bewegung des Massenpunktes in einer Parabel, deren Achse 
lotrecht abwärts, d. h. übereinstimmend mit der Kraft gerichtet, deren Para- 
meter c^ cos* a : g betrug. 

Wirken nun auf den Massenpunkt beliebig viele 
nach Gröfse und Bichtung gleichbleibende Kräfte, so 
können diese zu einer ebenfalls gleichbleibenden Mittel- 
kraft K zusammengesetzt werden. Wählt man die 
Kraftrichtung dann zur negativen y- Richtung, die ^^^ 

o;- Achse rechtwinklig dazu in der durch K und die 
Anfangsgeschwindigkeit c bestimmten Ebene, so ist wiederum (Fig. 57) c cos a 
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die gleichbleibende Geschwindigkeit r^, während in der ^-Richtung die ge- 
samte Verzögerung K:m auftritt. Es entstehen daraas die Seitenbewegungen 

o; := c cos flt\ 

K «* 

^=rcsin dt r-, und aus beiden 



y = Ä tg a -5-^ 



cos^ a 



Die Verhältnisse sind also gerade so wie bei der Wurf bewegung ; statt 
der lotrechten Bichtung kommt aber hier die Bichtung der Mittelkraft statt 
der Fallbeschleunigung g der Wert Kim in Frage. Es folgt hieraas: 
Ein Massenpunkt bewegt sich unter Einwirkung gleichbleibender Kräfte in 
einer Parabel, deren Achse mit der Mittelkraft K aller wirkenden Kräfte 

gleichgerichtet, deren Parameter = = ist 



12. Tangential- und Normalbeschleunigung. 

Nach S. 31 ist zu jeder Änderung der Geschwindigkeit, sowohl 
der Gröfse, wie der Richtung nach, eine Kraft erforderlich. Es 
soll nun für eine gegebene, ungleichförmige und krummlinige Be- 
wegung die zur Oröfsen- bezw. zur Bichtungsänderung aufzuwendende 
Kraft bestimmt werden. 

In der gegebenen Bahnlinie (Fig. 58) bewege sich der Massen- 
punkt in einem Augenblicke mit der Geschwindigkeit v, beschreibe 
während des nächsten Zeit- 



Fig. 58. 




teilchens dt das Bahn- 
teilchen PQ = d8\ dann 
hat die Geschwindigkeit 
eine Bichtungsänderung um 
den Winkel den erfahren, 
während ihre Gröfse v-^-dv 
geworden sein möge. Trägt 
man dann von einem Punkt 

A aus V und v + dv als Strecken auf, so ist deren geometrische 
Differenz jB(7 die Elementarbeschleunigung p-dt (vergl. S. 24). Zeichnet 
man noch das bei D rechtwinklige Dreieck BDC, so ist p-dt die 
geometrische Summe von BD und DO, Die wahre Beschleunigung 
p der krummlinigen Bewegung hat die Bichtung BC und läfst 
sich zerlegen in eine Seitenbeschleunigung in der Bichtung der 
Bewegung, oder der Tangente an die Bahnlinie, die sogenannte 
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Tangentialbeschleanigung p^ und eine dazu rechtwinklige, in die 
Richtung der Normalen PO fallende, die sog. Normalbeschleunigung 
p^. Danach sind dann BD=p^dt und DC=p^dt die ent- 
sprechenden Elementarbeschleunigungen. Nach der Figur ist aber 
p^dt = (v + dv) cos doL — V oder, weil cos eia = 1 zu setzen, 
p^dt = V + dv — V = dv, mithin 

1) p^ = dv: fit. 

Ferner ist p^dt = (v + dv) sin d a oder, da sin da = da und 
dv'da als unendlich klein höherer Ordnung gegen vda zu ver- 
nachlässigen, p^dt^v'doi. Weil aber PQ =sd8 = V'dt = Q-doL 
oder da^vdtiQj so wird V'doL = v^dt:ß oder 



V2 



2) Pn = 

Ist die Bahnlinie eine ebene Kurve, so liegen beide Beschleunigungen 
p^ und p^ in der Ebene der Kurve, und q ist der Krümmungshalb- 
messer. Ist die Bahnlinie aber doppelt gekrümmt, so bestimmen 
die an die beiden unendlich nahen Punkte gezogenen Tangenten v 
und V -\- dv die sog. Krümmungsebene; in dieser liegt dann die 
Figur ABDC, somit auch die Beschleunigungen p, p^ und p^, 
O ist dann der Schnittpunkt der in der Krümmungsebene liegenden 
beiden Normalen PO und QO an die Kurve, der sog. Haupt- 
normalen, deren als gleich zu betrachtende Länge q der erste 
Krümmungshalbmesser genannt wird. 

Die Tangentialbeschleunigung p^ = dv:di stellt allein die 
Gröfsenänderung der Geschwindigkeit dar, die Normalbeschleu- 
nigung dagegen, welche mit 1:^, d. h. mit der Krümmung der 
Bahnlinie verhältnisgleich wächst, vertritt die Bichtungsänderung. 
Die Normalbeschleunigung heilst auch Zentripetalbeschleu- 
nigung, weil ihr Sinn stets nach dem ersten Krümmungsmittel- 
punkte gerichtet ist. Die wahre Beschleunigung ist die geometrische 
Summe der beiden berechneten Beschleunigungen, steht somit nach 
Gröfse, Bichtung und Sinn fest. Die Gesamtbeschleunigung p 
kann nur dann mit p^ zusammenfallen, also in der Bichtung der 
Bewegung liegen, wenn p^ = 0, d. h. wenn g = oo , die Bahnlinie 
an der betreffenden Stelle in der Krümmungsebene ohne Krümmung 
ist Es fällt p mit p^ zusammen, wenn p^ = dv:dt = S&% 
d. h. wenn die krummlinige Bewegung gleichförmig erfolgt. 
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Werden die Beschleunigungen mit der Masse m des Punktes 
multipliziert, so erhält man die entsprechenden Kräfte. Zur Gröfsen- 
änderung der Geschwindigkeit ist hiemach eine tangential gerichtete 
Kraft K^ = m'dv:dt, zur Bichtungsänderung eine nach dem (ersten) 
Krümmungsmittelpunkte gerichtete Zentripetalkraft K^ = m v^ : q 
erforderlich. 

Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft, die stets normal zur 
Bahnlinie gerichtet ist, so entsteht nur eine Normalbeschleunigung, 
also eine gleichförmige krummlinige Bewegung, was übrigens 
auch schon daraus folgt, dafs eine Kraft von solcher Richtung 
nach S. 43 keine Arbeit verrichtet, mithin auch keine Änderung 
des Arbeitsvermögens hervorbringen kann. Die Wirkung einer 
solchen Kraft besteht lediglich in einer Bichtungsänderung der 
Geschwindigkeit. 

Beispiel: Astronomischen BeobachtuDgen zufolge ist die Bewegung des 
Mondes um die Erde nahezu eine gleichförmige Bewegung mit der Geschwindig- 
keit v= I020m/dek in einem Kreise, dessen Halbmesser etwa 60 Erdhalbmessem 
gleich ist (vergl. S. 58). Die Beschleunigung des IVlondes, wenn man denselben 
als Massenpunkt auffafst, besteht daher in einer stets nach dem Mittelpunkte 

|.2 1020^ 

der Erde gerichteten Beschleunigung -- = -;^—7n7^^7r7:7^ = 0,oo2i^/aeY%' Der 

p bO'6o70ÜOO 

Umstand, dafs diese Beschleunigung und die Fallbeschleunigung an der Erd- 
oberfläche sich wie 1 zu 3600=1:60^, mithin umgekehrt wie die Quadrate 
der Abstände von dem Erdmittelpunkte, verhalten (s. S. 58), hat Newton zuerst 
veranlafst, die Anziehungskraft zwischen zwei Masseopunkten als umgekehrt 
verhältnisgleich dem Quadrat ihrer Entfernung anzunehmen, welche Annahme 
dann, nachdem sie sich auch für die Planeten als zutreffend erwiesen hatte, 
zu dem allgemeinen Gesetze der Massenanziehung (S 54) führte. 

13. Gleichgewicht eines Massenpunictes. 

Liefern die auf einen Massenpunkt wirkenden Kräfte eine 
Mittelkraft jß = 0, so bewegt sich der Punkt gerade so, als ob 
gar keine Kraft auf ihn wirkte ; seine Geschwindigkeit erfährt dann 
weder der Gröfse noch der Richtung nach eine Änderung, er be- 
wegt sich geradlinig und gleichförmig, und man sagt, die 
Kräfte halten sich an dem Massenpunkt im Gleichgewichte 
(vergl. S. 39). Ein besonderer Fall einer solchen Bewegung ist der 
Ruhezustand, in welchem nicht allein die Beschleunigung Null 
ist, sondern auch die Geschwindigkeit. 



13. Gleichgewicht eines Massenpnnktes. 



63 



Fig. 59. 



ß,-^s 



Halten beliebig viele Kräfte an einem Massenpunkt 
einander das Gleichgewicht, so ist jede derselben der 
Mittelkraft aller übrigen gleich und entgegengesetzt; 
denn sie hebt in diesem Falle jene Mittelkraft auf, somit auch die 
Wirkung aller derjenigen Kräfte, die durch diese Mittelkraft ersetzt 
wurden. 

Sollen^ 3 Kräfte K^ , K^ und K^ an einem Punkte im Gleich- 
gewichte sein, so mufs die Mittelkraft von irgend zweien dieser 
Kräfte durch die dritte aufgehoben werden. Da aber (nach S. 38) 
die Mittelkraft zweier Kräfte mit beiden in derselben Ebene liegt, 
so müssen für den Gleichgewichtszustand 
die Richtungen der 3 Kräfte in der- 
selben Ebene liegen. Bezeichnet man 
noch die den Kräften gegenüberliegenden 
Richtungswinkel mit a^ , a^ und «3 (Fig. 59) 
und bedenkt, dafs nach S. 41 der Strecken- 
zug der drei Kräfte ein geschlossenes Dreieck 
bilden mufs, so läfst sich aus diesem das 
Verhältnis der drei Kräfte berechnen. Man 
erkennt leicht, dafs die Dreiecks winkel ß 
die Nebenwinkel der den Kräften gegenüber- 
liegenden Richtungswinkel a sind. Die 
Sinus der Winkel ß sind daher gleich den Sinus der entsprechenden 
Winkel a. Man erhält sonach aus 

Kl : K2 : X3 = sin ß^ : sin ß2 : sin ß^ 
die Gleichung 

K^: Koi K^ : = sin a^ : sin aj : sin «3 . 

Die Gröfsen von drei an einem Massenpunkte sich 
im Gleichgewichte haltenden Kräften verhalten sich 
wie die Sinus der gegenüberliegenden Richtungs- 
winkel. Aus der Figur folgt sofort: Fallen von den drei 
Kräften zwei in dieselbe Richtungslinie, so mufs die 
dritte Null sein, wenn sie nicht ebenfalls in derselben 
Geraden liegt. 

Beispiel: Ein Massenpunkt sei an zwei Fäden AB und AG aufgehangen 
(Fig. 60) und befinde sich in Ruhe; es sollen die in den Fäden herrschenden 
Spannkräfte S^ und S.^ ermittelt werden. 
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Die Spannkraft der Fäden, die wir einstweilen als g^wichtlos» aber 
vollkommen biegsam and andehnbar yoraussetzen, ffilltmitdenRichtungen 
derFäden zusammen. Dies Zusammen- 
fallen ist eben der Begriff der Biegsamkeit 
Durch die Lage der Befestigungspunkte B 
und C7, sowie durch die Fadenlängen ist das 
Dreieck BAC bestimmt Auf den Massen- 
punkt wirkt die Schwere ing\ dann müssen 
die Strecken mg^ 8^ und 8.;^ ein geschlossenes 
Dreieck bilden, mithin, weil mg lotrecht ist, 
in einer lotrechten Ebene liegen. Es ist also 
Gleichgewicht nur möglich, wenn der Massen- 
punkt sich in der durch B und C gelegten 
lotrechten Ebene befindet. (Andernfalls wird 
der Punkt an den Fäden als ein Pendel 

so lange schwingen, bis infolge von Lufb- und anderen Widerständen endlich 
in lotrechter Ebene Buhe eintritt) Schliefsen BA und CA mit der Lotrechten 
die spitzen Winkel /^j ^^^ fii o^°> ^^ ^^ ^^ ^^™ Erafteck 

Si : 8.2 : mg = sin ßi : sin ß^ : sin {ß^ + ß^), 
Ist z. B. mg = 10 ^e, ßi = ß2 = 45 ^ so wird aus der Figur 

S, = S.=zlO' V^V2 = 7,07 kg. 

Zu beliebig vielen Kräften K^. K2, . . . Kn, welche nicht in 
derselben Ebene liegen, wnrde (auf S. 40) die Mittelkraft in der Form 

B = ]^X'^+Y^^^ gefunden, 

worin JC = IK cos a; Y = ^Kcosß; Z = l'K cos y bedeuten. 
Soll nun Gleichgewicht herrschen, so mufs i2 := 0, also auch 
JC^ -h Y^ + Z' = werden; da nun die Kräfte, somit auch 
X, Y und Z stets reelle Gröfsen (wodurch negative Werte der 
Quadrate ausgeschlossen sind), so mufs jeder der Summanden Null 
sein, oder es mufs stattfinden : 

2'ä:cos a = 0; 1' K cos ß = 0; IKcosy = 0. 

Also: An einem Massenpunkte halten sich beliebig viele 
Kräfte im Gleichgewichte, wenn in Bezug auf ein be- 
liebiges rechtwinkliges Achsenkreuz die algebraische 
Summe der bei rechtwinkliger Zerlegung in jede 
Achsenrichtung fallenden Seitenkräfte gleich Null ist 

Da die Mittelkraft gegebener Kräfte (nach & 41) auch durch 
die Schlufslinie eines ebenen oder räumlichen Kraftecks gefunden 
wird, so ist klar, dafs die Schlufsseite Null werden mufs, wenn die 
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Kräfte im Gleichgewichte sein sollen. Im Gleichgewichts- 
zustände müssen also die Kräfte ein geschlossenes 
Krafteck mit übereinstimmendem ümfahrungssinne der 
Pfeile bilden. 

Liegen die Kräfte in einer gemeinsamen Ebene» so legt man 
zweckmäfsig auch die x^ und y- Achse in diese Ebene. Dann 
werden die Neigungswinkel y gegen die ^ -Achse sämtlich zu 90^ 
und Koosy durchweg Null. Aufserdem wird dann cos/8= sin a, 
und die Gleichgewichts-Bedingungen beschränken sich auf 

2'Ä'cosa = und 2'Ä'sina = 0. 

Liegen die ^- und y- Achse bezw. wagerecht und lotrecht, so sagt 
man auch: Die Summe aller wagerechten Seitenkräfte 
mufs Null sein und die Summe aller lotrechten 
Seitenkräfte ebenfalls. 

14. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. 

Wirkt auf einen Massenpunkt eine gegebene Kraft K ein, 
so wird er bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit c eine bestimmte 
Bewegung ausführen müssen, die z. B. parabolisch ist, wenn K 
gleichbleibend nach Gröfse und Sichtung. 

Ist aber der Punkt nicht völlig frei, sondern Fig. 61. 

in Berührung mit der Oberfläche eines unbeweg- 
lichen festen Körpers (Fig. 61), welcher derartig 
geformt ist, dafs er den Massenpunkt verhindert, 
sich so (in der punktierten Bahn) zu bewegen, wie 
es unter alleiniger Wirkung von K geschehen 
müfste, so übt die feste Oberfläche einen Einflufs 
auf die Bewegung des Massenpunktes aus, und einen solchen Einflufs 
haben wir (nach S. 31) als eine Kraft aufzufassen, welche als zweite 
Kraft zu K hinzutritt und ihrer Gröfse nach von K in gewisser 
Weise abhängig ist. 

Wir benutzen den Erfahrungssatz: Vollkommen glatte 
Körper, die sich ohne ein Bindemittel berühren, können 
an jeder Berührungsstelle nur einen gegenseitigen 
Druck, dessen Kichtung rechtwinklig zur Berührungs- 
ebene steht, also einen gegenseitigen Normaldruck, 
aufeinander ausüben. Völlig glatte Körper gibt es freilich 

Keck, Mechanik I. 5 
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nicht; obiger Satz trifft aber um so mehr zu, je gröfser der Grad 
der Glätte ist, und umgekehrt. Die bezeichnete Kraft heifst der 
Normal widerstand der vorgeschriebenen Fläche und wird mit N' 
bezeichnet. 

Noch enger beschränkt ist die Bewegung des Massenpunktes, 
wenn ihm eine bestimmte Linie als Bahn vorgeschrieben wird, 
z.B. durch eine Bohre, welche den als Massenpunkt gedachten 
Körper derartig umschliefst, dafs er sich nur längs der Mittellinie 
der Bohre bewegen kann, oder durch einen steifen glatten Draht, 
auf dem der Massenpunkt mittels einer Bohrung geführt wird. 
Beide Vorrichtungen sind geeignet, nach allen Sichtungen innerhalb 
einer Normalebene zur vorgeschriebenen Bahnlinie den Widerstand N 
zu leisten. Diese Kraft N tritt stets in derjenigen Sichtung und 
Gröfse auf, die erforderlich sind, um den Massenpunkt an dem 
Verlassen der vorgeschriebenen Bahnlinie zu hindern. N ist hier- 
nach eine bedingte oder eine Bedingungskraft. 

Der Normal widerstand N kann bestimmt werden mit 
Hülfe der Formel für die Zentripetalbeschleunigung (S. 61). 

Ein Punkt bewege sich auf der vor- 
geschriebenen ebenen Bahnlinie (Fig. 62) von 
A nach B unter Einwirkung einer gegebenen, 
in der Ebene der Kurve liegenden Kraft K, 
zu der die unbekannte Kraft N hinzutritt. 
Ob man N anfänglich nach innen oder nach 
aufsen gerichtet annimmt, ist grundsätzlich 
gleichgültig. Ist das Endergebnis positiv, so 
war der angenommene Sinn richtig, andern- 
falls ist er umzukehren. Schliefst K mit der Normalen den 
Winkel a ein, so zerlegt man K in Ksin a (in der Bewegungs- 
richtung) und K cos a rechtwinklig dazu. Dann wird K sin a 
als einzige Tangentialkraft die Tangentialbeschleunigung erzeugen; 
so dafs dv:dt== Ksiuaim wird. In der Bichtung nach dem 
Krümmungsmittelpunkt ergibt sich als Gesamtkraft N — Kcosa. 
Diese mufs die Zentripetalbeschlennigung hervorbringen, daher ist 

^. v2 iV— K cos OL . 

1) — = oder 

gm 

9 

2) N=-^^ +Kco3 0i. 
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Ist K so gerichtet, dafs die Pfeilspitze von K cos a nach dem 
Xrümmungsmittelpunkte hinweist, so wird 

,2 



-3) 



iV= 



mv* 



— JCcos a. 



Dem Anfönger ist dringend zu empfehlen, in jedem vorliegenden Falle 
•dieser Art die Gleichung 1 für die Zentripetalbeschleunigung anzusetzen und 
daraus erst N zu berechnen, nicht aber zu versuchen, die Formeln 2 oder 3 
für N unmittelbar anzuschreiben, weil dabei erfahrungsmäfsig leicht Irrtümer 
begangen werden. 

Ist in Gleichung 3 die Seitenkraft K cos a allein schon im- 
stande, die Zentripetalbeschleunigung zu erzeugen, ist nämlich 

,2 



Ä" cos a = 



mv 



so wird iV=0. An einer Stelle der Bahnlinie, für welche dies 
gilt, ist die Röhrenwandung bezw. der Führungsdraht überflüssig. 

Für die Fälle der vorgeschriebenen Bewegung ist der Satz vom 
Arbeitsvemögen besonders vorteilhaft, weil der unbekannte Wider- 
stand N keine Arbeit verrichtet, daher auch keinen Einflufs auf die 
Geschwindigkeitsgröfse hat. 

Von besonderer Wichtigkeit sind solche Fälle der vorgeschrie- 
benen Bewegung, bei denen als bewegende Kraft nur die Schwere auf- 
tritt. Denkt man 

Fig. 63. 



6m f ^ 



sich zwei wage- 
rechte Ebenen im 
Abstände h von- 
einander (Figur 
•es), die durch 
beliebig, aber ste- 
tig gekrümmte 
Eöhren als vorge- 
schriebene Bahn- 
linie miteinander 

verbunden sind, so wird ein Massenpunkt, der oben mit einer 
Geschwindigkeit c in eine Bohre geworfen wird, sie unten mit 
der Geschwindigkeit v verlassen, und es gilt, weil nur die Schwere 
Arbeit verrichtet, 

V2 wi v^ — V2 m <?- = mg h oder 

v^ = c^ + 2gh, 




5* 
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ganz wie bei der freien Fallbewegung. Ob der Punkt in freier 
(gerader oder parabolischer) Bahnlinie oder in beliebig gekrümmter 
vorgeschriebener Bahnlinie sich bewegt, ist f&r die Geschwindig- 
keitsgröäe gleichgültig. Jedesmal, wenn er um h sich gesenkt 
hat, wird das Quadrat der Geschwindigkeit um 2ffh gewachsei^ 
sein. Bei aufwärts gerichteter Bewegung gilt v^=^c^ -- 2ffh, 



15. Vorgeschriebene Bewegung in wagerechtem Kreise. 

Die vorgeschriebene Bahn, etwa aus einem kreisförmig gebogenen 
Drahte gebildet (Fig. 64), liege in wagerechter Ebene; r sei der 
Halbmesser. Als bewegende Kraft 
wirke die Schwere m^. Die Be- 
wegung kann nur eine gleichförmige 
sein, weil die Schwere hier keine 
Arbeit verrichtet. Für diese Be- 
wegung ist eine Zentripetalkraft 
mv^rr, von P nach M gerichtet, 
erforderlich; folglich mufs zu m^ 
ein derartiger Normalwiderstand N 
hinzutreten, dafs die Mittelkraft beider 
JPjB = mv^:r wird. Ist PT== mg, 
so wird die Strecke TB das gesuchte 
N darstellen. Selbstverständlich ist 
dann N an den Punkt P parallel zu verschieben. N weicht vo» 
der Lotrechten um einen Winkel a ab, für welchen gilt 




1) 



tga = 



mv 



v 



rmg gr 

N kann auch aufgefafst werden als Mittelkraft aus einem von P 
nach M gerichteten Drucke =mv^\r und einem lotrecht aufwärta 
gerichteten von der Gröfse mg. Nach dem Gesetze der Wechsel- 
Wirkung übt der Massenpunkt auf die Bahn dieselben Kräfte in 
entgegengesetztem Sinn aus, drückt also mit der Kraft mv^w^ 
nach auisen, mit der Kraft mg lotrecht nach unten. Die Kräfte- 
figur PTR liegt st«ts in einer lotrechten Ebene, läuft aber mit 
dem Massenpunkt um und dreht sich dabei um eine Lotrechte 
durch M als Achse. Die Eichtungslinie von N geht dann durch 
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den festen Punkt Q dieser Achse, dessen Höhe h dadurch bestimmt 
ist, dafs bei Q der Winkel a sich wiederfindet. Es mufs dann 
^ein (mit Bücksicht auf Gleichung 1): 

2) tg a = — = — , mithin 



S) A = 



On^ 



V 



2 



Die Kraft N können wir nun, nachdem wir ihre Bedingungen 
erkannt haben, auch noch in anderer Weise ausüben als durch den 
Draht. Wir können in Q einen völlig biegsamen und undehnbaren 
Faden befestigen, diesen in solcher Weise gerade ausspannen, dafs 
h und r seine Projektionen sind, und bei P ihn mit dem Massenpunkte 
verbinden. Erteilen wir dann dem Massenpunkt eine Geschwindigkeit 

4) v = rVJ- = V^^rtg a (nach Gl. 2 und 3) 

in wagerechter Bichtung und zugleich rechtwinklig zum ausge- 
spannten Faden, so sind die Bedingungen, welche ursprünglich 
durch den Draht erzwungen wurden, auch mittels dieser Faden- 
aufhängung erfüllt; es wird also der wagerechte Kreis vom Halb- 
messer r gleichmäfsig mit der Geschwindigkeit v durchlaufen werden. 

Der Draht erzwingt auch bei anderer, etwa gröfserer, Ge- 
schwindigkeit Vi eine gleichförmige Kreisbewegung, doch wird dann 
tg OL (nach Gl. 1) gröfser. Bei der weniger bestimmten Faden- 
aufhängung ist aber genau diejenige Geschwindigkeit v erforderlich, 
die Gl. 4 entspricht Was erfolgt, wenn die abweichende Geschwin- 
•digkeit i/j dem Punkt erteilt wird, soll weiter unten (S. 90) noch 
erörtert werden. 

Da der Faden eine Kegelfläche beschreibt, so heifst diese Vor- 
richtung ein Kegelpendel, Bei einem umlaufe mufs der Punkt 
die Wegeslänge 2r7t zurücklegen, wozu eine Zeit t erforderlich 
ist, welche sich mit Hülfe von Gl. 4 zu 



S) t = = 27t\ - 

V \ p 

«ergibt. Hiernach ist die ümlaufszeit t eines Kegelpendels nur 
von seiner Vertikalprojektion, der Höhe h, abhängig. Mehrere in Q 
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befestigte Eegelpendel gleicher Hohe h (Fig. 65) werden iiiithir> 
dieselbe ümlaofszeit haben. Es rührt dies daher, dafs bei gleichem h 
die erforderlichen Geschwindigkeiten v nach Gl. 4 
in gleichem Verhältnisse mit r, also auch mit 
den Wegeslängen eines Umlaufes wachsen. 

Beispiel: Ist r=\ ^\ h==lm, so mufs 

entsprechend einer FaUhöhe r^:2Ä==Va"', gemacht werdep. 

Es ist dann die Umlaufszeit i = 2 :r l/ 7: — = 2,oi Sekunden. 

r 9,81 

Anstatt durch die Spannkraft eines Fadens kann die Kraft y 
auch durch den Gegendruck einer festen Fläche ausgeübt werden; 
letztere mufs an der Stelle der Berührung mit dem Massenpunkte 
rechtwinklig zur Bichtung von N stehen, mithin von der Wage- 
rechten um den durch Gleichung 1 bestimmten Winkel abweichen. 
Dieser Bedingung würde genügt werden durch eine Eugelfläche 
mit dem Mittelpunkte Q (Fig. 64) 
und dem Halbmesser QP, welche 
der unmittelbarste Ersatz des Fadens 
QP sein würde. Eine Kegelfläche 
mit der Spitze in Q^ (Fig. 66) er- 
füllt die Bedingung aber ebenfalls, 
sobald ihre Seiten mit der Wage- 
rechten den Winkel a bilden. Soll 
der Massenpunkt in solchem Trichter 
eine wagerechte Kreisbewegung vom 
Halbmesser r ausführen, so mufs 
ihm eine wagerechte Anfangsgeschwindigkeit rechtwinklig zu MP 

von der Gröfse v = V priga (Gl. 4) erteilt werden. 

Einer solchen Kegelfläche müssen auch die Oberkanten der 
beiden Schienen eines Eisenbahngleises angehören, wenn die Mittel- 
linie desselben in einem wagerechten Kreisbogen vom Halbmesser 
r liegt. 

Würden die Schienen nämlich in gleicher Höhe liegen (Fig. 67),. 
so könnte die erforderliche Zentripetalkraft mv^ir nur von dem 
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Fig. 67. 



seitlichen Gegendrücke H der äufseren Schiene gegen den Spurkranz 
des Bades geliefert werden. Einer solchen Aufgabe ist aber die 
Schiene bei gröfserer Geschwindigkeit, wobei 
H grofs wird, nicht gewachsen. 

Hebt man nun die äufsere Schiene 
um h gegen die innere (Fig. 68), so dafs 
die Oberfläche des Schienengleises um a 
gegen die Wagerechte geneigt ist, so leistet 
das Gleis einen Normalwiderstand N, der ^^^^^^^i^^^' 

\ 




um OL von der Lotrechten abweicht und 
mit dem Gewicht mg die nötige Zentri- 
petalkraft mv'^ir liefert. Ein Seitendruck 
der Schienen gegen die Spurkränze tritt 
nun nicht ein, wenn die Geschwindigkeit v 
dem Winkel a entspricht, d. h. wenn 

V = Ygr tg a ist. 

Ist h die Entfernung der beiden Schienen eines Gleises (Fig. 68) 
so beträgt die erforderliche Überhöhung der äufseren Kurven- 
schiene 

^2 Fig. 68. 

^ = 6 sin a, wobei tg a = — . 

gr 

In den vorkommenden Fällen der An- 
wendung ist a stets so klein, dafs 
sin a = tg a gesetzt werden kann, so dafs 



6) 



Ä = 6 



v 



gr 



wird. 




Beispiel: Für eine Eisenbahnkurve von 600 ™ Halbmesser, & = 1,6 m 
Schienentfemung ergibt sich für 20 ™ sekundl. Geschwindigkeit 



tga = 



20'^ 



9,81 . 600 



= 0,068; a = 3^54'; sin a = 0,ob8; ä = 1,5 • 0,068 = 0,102m. 



Diese Formel ist beim Eisenbahnbau länge benutzt worden; 
in neuerer Zeit hat man statt ihrer eine einfache Erfahrungs- 
formel gewählt, was darin seine Begründung findet, dafs die 
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Fig. 69. 



Schienenüberhöhung nicht allein dem hier besprochenen Zwecke 
dienen, sondern zugleich noch andere Verhältnisse 
berücksichtigen mufs. 

Beispiel: Auf demselben Grunde beruht die Not- 
wendigkeit der Schrägstellung eines Kunstreiters (Fig. 69), 
welcher, auf dem Pferde stehend oder sitzend, im Kreise 
vom Halbmesser r mit einer Geschwindigkeit v sich bewegt. 

32 

Für r = 5 m, t? ~ 3 ^jg^it wird tg a = -r =- = 0,i8 \ 

9,81 • 5 

o etwa =10**. Wächst aber die Geschwindigkeit auf 
t? = 5, so wird tga = 0,5i; a = 27°. 




Fig. 70. 



16. Vorgeschriebene Bewegung in lotrechtem 

Halbicreise. 

BPC (Fig. 70) sei eine nach einem Halbkreise vom Halb- 
messer r gebogene Bohre in lotrechter Ebene. Bei B schliefse 
sich tangential eine Bohre A B von 
beliebiger Form an; A liege um h 
über dem Punkte G. Läfst man 
nun bei A einen Massenpunkt mit 
der Geschwindigkeit Null in die 
Bohre gelangen und gleitet er darin 
ohne Beibung und ohne Klemmen, so 
tritt er bei B mit einer Geschwin- 
digkeit Vmax =V2g{h + 2r)ix\ den 
Halbkreis, weil er von ^ bis ^ die 
Höhe h + 2r durchsunken hat. Von 
B aus aufwärts steigend, verliert er 
an Geschwindigkeit, und zwar ist 
diese an einer beliebigen Stelle P (bestimmt durch den Winkel a) 

noch v = V2g(h'\- y) = V2g (^ + r — r cos a) . Der Normal- 
widerstand der Bohre sei N (nach innen gerichtet); dann zerlegt 
sich mg in m^sina (tangential und verzögernd) und mgcosa 

(zentripetal). Es wird 




r 



N + mq cos OL .... 

, mithin 

m 



1) 



mv 



2h 



N = mg cos OL = mg I h 2 — 3 cos a 



r 
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Für a = (Punkt C) wird cos a möglichst grofs, nämlich = 1, 
daher N möglichst klein, nämlich 

2) Nmin = ^ng 



für 0L = jt (Punkt B) wird cos a möglichst klein, nämlich 
und N möglichst grofs, nämlich 



1 



3j 






mg\ h 



Im allgemeinen kann N positiv oder negativ werden. Ein positives 
N bedeutet einen nach innen gerichteten Widerstand, der von der 
Hufseren Wand der Röhre zu leisten ist, und umgekehrt. Überall 
wo iV > 0, mufs die äufsere Wandung wirken ; gegen diese legt 
sich der Massenpunkt, während die innere Wand überflüssig ist* 
Soll an allen Stellen N> sein, so mufs nach Gl. 2h> V2 r sein- 
in diesem Fall ist, statt einer völligen Bohre, eine einfache Binne 
oder ein äufserer Zylindermantel hinreichend, welcher den Massen- 
punkt hindert, sich von der Kreisbahn tangential nach aufsen hin 
zu entfernen. 

Beispiel: Ein stetes positives N^ welches den Punkt nur hindert, nach 
Aufsen aas der vorgeschriebenen Bahn hinauszutreten, kann durch einen ein- 
fachen Faden geleistet werden. Damit JV auch an der höchsten Stelle noch 
>> bleibe, mufs h>>^lir sein. Es möge 

«twa h = r gemacht werden. Dazu be- pjg 71, 

nutze man einen Faden von der Länge 
dr (Fig. 71) und befestige diesen in X). 
Der Faden wird in der Lage DA wage- \ 
recht ausgestreckt; läfst man nun den \ 
Massenpunkt los, so beschreibt er den \ 
Yiertelkreis AB. In M mufs nun ein 
vorstehender dünner Stift sich befinden, \ 

damit die oberen zwei Drittel der Paden- 
länge in der LageDilf zur Euhe kommen, 
das untere Drittel r des Fadens aber sich 
um M drehe und den Punkt zur Be- B 

wegung BC zwinge. Ist der Massenpunkt 

unmittelbar rechts von J5, so wird die Fadenspannkraft Nmaz = mg (2 + 5) 
= lmg, d. h. 7 mal so grofs, als wenn der Punkt ruhend an dem Faden 
hinge. Bei der Bewegung nach C hin vermindert sich die Spannkraft auf 
Nmin = mg{2 — l) = mg. Der Massenpunkt wird sich, nachdem er C erreicht 
hat, in dem kleineren Kreise weiter bewegen (symmetrisch zu CB\ und es 
würde sich der Faden allmählich auf den Stift bei M aufwickeln. Wenn man 
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Fig. 72. 



aber in dem Augenblicke, wo der Massenpunkt zum ersten Male wieder in ^ 
angelangt ist, den Stift M entfernt oder den Faden vom Stift abschiebt, so 
wird der Massenpunkt symmetrisch zu BA einen Viertelkreis vom Halbmesser 
3 r beschreiben und auf der rechten Seite sich bis zur Höhe des Punktes A. 
wieder erheben. 

Liegt (Fig. 72) der Anfangspunkt A der Bewegung in gleicher 
Höhe mit 0, ist die Überhöhung A = 0, so wird nach 61. 1, 2 
und 3 (S. 72 u. 73) 

N=mg{2 — 3 cos a); 

Mithin wird im oberen Teile des Kreises N negativ, nach aufsen 

gerichtet, d. h. der Massenpunkt drückt gegen die innere Wandong^ 

der Bohre. Der Übergang aus dem 

Positiven ins Negative erfolgt bei 

cos a = 2/3; a =» 48®; hier ist iV= 0. 

Diese Stelle P ist am einfachsten durch 

Zeichnung zu finden; man teile MC 

in drei gleiche Teile und ziehe durch 

den oberen Teilpunkt eine Wagerechte, 

so bestimmt diese den Punkt P. 

Unterhalb derselben ist ein äufserer, 

oberhalb ein innerer Mantel erforderlich. 

Diese Betrachtungen finden auch auf einen solchen Fall teil- 
weise Anwendung, wo nur ein innerer Mantel vorhanden ist (Fig. 73)^ 
auf welchem der Massenpunkt gleitet. Man denke sich einen ruhig 
liegenden zylindrischen Körper (Dampf- 
kessel, Strafsenwalze, dicker Baum- 
stamm oder dgl.), auf dessen höchster 
Stelle wir einen Massenpunkt ruhen 
lassen. Bringt man ihn durch einen 
genügend schwachen Anstofs in Be- 
wegung, so wird er beschleunigt abwärts 
gleiten. Der Anstofs soll so gering 
sein, dafs die Anfangsgeschwindigkeit 
bei C annähernd = Null gesetzt werden 
kann. An einer Stelle P ist dann die 

Geschwindigkeit v = ^ 2 gy = V^g {r — r cos a). Der Normal- 
widerstand N kann unter den vorliegenden Umständen nur nach 




Fig. 73. 
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V ttl O cos OL —' jN" 

aufsen gerichtet auftreten. Daher mufs jetzt — = —^ , 

r m 

mithin N = mg cos a = mg (3 cos a — 2) sein.« Für 

co8a= 73 oder a = 48^ wird wiederum iV=0; an dieser Stelle 
drückt der Punkt nicht mehr gegen den zylindrischen E(^rper. 
Für a > 48 ® oder cos a < V^ müfste zur Fortsetzung der kreis- 
förmigen Bewegung ein nach innen gerichteter Druck N auftreten; 
da dieser aber nicht geleistet werden kann, so wird der Punkt von 
dieser Stelle an (a = 48 ^) der kreisförmigen Bahnlinie nicht mehr 
folgen, es wird der Normalwiderstand zu wirken aufhören und der 
Punkt sich unter alleiniger Einwirkung der Schwere parabolisch 
weiter bewegen, sich also von dem walzenförmigen Körper trennen. 
Es soll die weitere Bewegung untersucht und namentlich festgestellt 
werden, wann und wo der Punkt bei E den Boden erreicht. 

Die Geschwindigkeit, mit der diese Bewegung im Punkte J> 

beginnt, ist e? = V 2g^lzr mit den Seitengeschwindigkeiten 

c cos a = 2/3 K 73 gr = V ^j2igr ==■ 1,7 Kr 

ö sin a = l/"T-rV9 l/"2/3 g ^ = V^^jr^gr = 1,9 /"r. 

Nach t Sekunden ist (von D als Anfangspunkt gerechnet) 

^^ =3 ^ (; cos a = ^ V^/21 g r 

Für den Endpunkt E gilt y^ = Va r oder 

y^ ^ 5/3 ^^t, f'^/2T~gr + '/2gt,K 
Daraus erhält man 

^1 = ]/ 2^ (10 - KlO) - 0,42 Vr 

und hiermit ^1 •= (10 — VlÖ) 1/ ^ ^gr=^0,7]6r. 

Der Abstand des Endpunktes E von der Lotrechten OM wird dann 

rV^/9 H-cTi = 1,46 r. 

Der vorgeschriebenen kreisförmigen Bewegung und der freien 
parabolischen Bewegung entsprechen im Punkte 2> dieselben Kräfte. 
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Daraus folgt, dafs Parabel und Kreis an der Stelle D nicht allein 
den Pankt D und die Berflhmngsgerade gemein haben, sondern 
dafs bei D auch der Krümmungshalbmesser q der Parabel gleich 
demjenigen der Kreislinie, nämlich Q = r sein mufs. Berechnet 
man nach den Formeln der Differentialrechnung und der analytischen 
Geometrie den^ Krümmungshalbmesser der parabolischen Bahn- 
linie D E und setzt in der betreffenden Formel .r = (Punkt D\ 
so ergibt sich auch tatsächlich Q = r. 

In ähnlicher Weise würde, wenn in Fig. 72 zwischen P und C die innere 
Böhrenwandnng fehlte, der Massenpnnkt hei P in eine parabolische Bewegung 
ühergehen, die sich nicht bis zur Höhe des Punktes C erheben würde. 

17. Einfaches (mathematisches) Pendel. 

Wiederum m(^ge ein Massenpunkt auf einen kreisförmig ge- 
bogenen Draht in lotrechter Ebene unter Einwirkung der Schwere 
sich bewegen, jedoch möge der 
höchste Punkt, wo die Qeschwindig- ^^^* ^^* 

keit Null ist, im unteren Halbkreise yf^ 

liegen (Fig. 74). Der Halbmesser /a^J'^Xv 

des Kreisbogens sei L Die Anfangs- y^ /^\ n. 

läge A sei durch den Winkel a, y^ 4k \ N. 

eine beliebige Zwischenlage P durch \v / -jy y 

den Winkel ^ bezeichnet. Der } 

Massenpunkt wird an der Stelle B, 
die mit A in gleicher Höhe liegt, 
wieder die Geschwindigkeit Null 

haben, wird nach A zurückgehen und den Bogen AB und BA 
fortgesetzt durchlaufen symmestrisch zur tiefsten Lage G, Solche 
Bewegung heifst Schwingung. In der beliebigen Lage P ist die 
Geschwindigkeit 

1) V = V^ gy = V 2 gl (cos d — cos a). 
Es mufs also nach GL 1, S. 66 sein: 

-z- = 2q (cos V — cos a) = i oder 

2) N= mg (3 cos i? — 2 COS a). 

Da d und a beide kleiner als V'2 ^ sind, so wird für i> = a 
N^in = mg COS a, für d = aber N^ax = mg (3 — 2 cos a). 
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Für a = 48 und cos a = V^J wird z. B. ^V«i,» = Va >^ ^ ; 

Da iV stets positiv ist, kann es durch die Spannkraft eines 
in O befestigten Fadens, an dem der Massenpunkt hängt, geleistet 
werden. In dieser Form heifst die Vorrichtung ein Pendel, u. zw. 
ein einfaches oder mathematisches, wenn man die Masse des Fadens 
yernachlässigt und einen einfachen Massenpunkt annimmt. Ein 
wirkliches (physisches) Pendel mit Bücksicht auf die körperliche 
Ausdehnung wird später untersucht werden. Betrachten wir die 
Bewegung von A aus, so ist die Wegeslänge in t Zeiteinheiten 
^ = ^p = ? (a — 1?), daher 

ds = — Idd = vdt = dt\ 2gl (cos d — cos a); 

hieraus folgt 

t? — cosa) }/ 



V 



V^2^Z(cost? — cosa) }/ ^K2(cos^— cosa) 



Dies ist die Zeit für die Zunahme des Winkels d um d^. 
Wird nun in der Zeit t der Bogen AP zurückgelegt, so mufs 

4) t = — 1/ — 1 ^ sein. 

1 ff ] V 2 (cos ^ — cos a) 

Für ^ = ist nämlich d = a, för t = t aber d = &. Die 
Intregation läfst sich in geschlossener Form nur ausführen, wenn 
man sich mit einer Annäherung begnügt, indem man nur kleine 
Winkel a berücksichtigt. Es ist cost?=l — 2 sin 2(72^), und 
wenn man den Sinus von V2 ^ mit dem Bogen V2 ^ vertauscht, 

COsd = l — 2(74^2)=,! _ 1/2^2. 

ebenso cos a = 1 — V2 a^, mithin 2 (cos i) — cos a) = a^ — d^. 
Also, wenn man noch in Ql. 4 die Grenzen vertauscht und daher 
gleichzeitig das Zeichen — durch + ersetzt, 



t =1/ — \ j — — . Dies gibt aber 



t 



-1/ l r . t?i« 
= 1/ — arc sm — 



^ 
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und weil arc sin 1 = V2 ^ ist, 



^ = ^ — { «/2 ;r — arc sin — J . 



Dies ist die Zeit zum Durchlaufen des Bogens AP, 

Um zu ermessen, wie grofs der Fehler der Annäherung ist, nehme man 
^ =r 5* an, dann ist cos ^ = cos 5* = 0,w8i»5. Es ist aber tj = arc 5® 

5 • TT 

= = 0,087 266, daher 1 — \a ^* = 0,m619i; es kommt also erst in der 

6t«B Decimale eine Abweichung vor. 

Die Dauer der Schwingung von A nach B ist offenbar doppelt 
so grofs wie die von A nach C (für d = 0) , mithin wird die 
Dauer t^ einer einfachen Schwingung von A nach B 

was man auch erhält, wenn man zwischen den Grenzen — a und 
+ a integriert. Es ist für Meter und Sekunden und für 

TT 

g = 9,81 : -7^^ = 1,003, mithin 

ti = 1,003 1 Z oder annähernd ti =]^ l , 

Für Z = 1 " wird tj = 1,(K)3 Sekunden, oder ein Pendel von 
1 ^ Länge macht in der Stunde 3589 einfache Schwingungen. 

ti = l gibt Z = -^ = 0,994" als Länge des Sekundenpendels. 

Da die Länge des Sekandenpendels mit g verhSltnisgleich ist, so mnfs 
4ie8e Länge an der Oberfläche der Sonne bezw. des Mondes (nach S. 59) 
28 bezw. ^/tmal so lang sein. 



;r2 



Man kann die Gleichung 5 auch schreiben ^ = ^7^9 kann also 

mit Hülfe von Pendelschwingungen aus der gemessenen Pendel- 
länge l und der beobachteten Dauer t^ einer Schwingung die 
Fallbeschleunigung an der betreffenden Stelle der Erde berechnen. 

18. Scheinbare (relative) Bewegung eines Massenpunktes 
in Bezug auf einen fortschreitenden Raum. 

Die Bewegung eines k(^rperlichen Gebildes, eines Baumes, heifst 
fortschreitend, wenn alle Teile desselben stets parallel ihrer 
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Anfangslage bleiben (Fig. 75); hiermit ist notwendig verknüpit, 
dafs dann alle Pankte des K(^rpers y(^llig übereinstimmende, nur 
parallel gegen einander p. 

verschobene Bahnlinien 
Ai A^A^ und B^ B^Bo^ 

beschreiben, daher 
in einem bestimmten 

Augenblicke Y(^llig 
übereinstimmende Ge- 
schwindigkeiten haben. 
Die Bahnlinien brauchen dabei nicht geradlinig zu sein. Solche 
fortschreitenden Bewegungen werden auch Verschiebungen 
genannt, während man eine beliebige Bewegung, bei welcher der 
Körper der Anfangslage nicht parallel bleibt, als Verrückung 
bezeichnet. 

Verschiebungen mit geraden Bahnlinien kommen sehr häufig 
Tor; ein Eisenbahnwagen, ein Schiff führt solche auf geraden Strecken 
aus. Wenn aber der Wagen oder das Schiff einen krummlinigen 
Weg beschreibt, so erfährt der Eisenbahnwagen stets, das Schiff 
meistens eine Veränderung seiner Bicbtung, d. h. nicht mehr eine 
einfache Verschiebung. Eine parallele Verschiebung des Baumes 
wird im folgenden angenommen. 

Wenn nun ein Massenpunkt während der Zeit t eine Bahnlinie 
AB (Fig. 76) beschreibt, diese Bahnlinie aber einem sich ver- 
schiebenden Baum angehört und daher der Punkt A gleichzeitig 
in dem Zeiträume t die Strecke AC zurücklegt, so wird nach S. 17 
die wahre Bewegung des Punktes gefunden, indem man aus A B und 
AC ein Parallelogramm zeichnet, dessen vierter Eckpunkt D dann 
der wahre Ort des Punktes ist. Die Bewegung AB in dem fort- 
schreitenden Baume heifst die scheinbare Bewegung des Punktes, 
weil ein in dem Baume befindlicher Beobachter, der die Bewegung 
des Baumes mitmacht, nur diese Bewegung wahrnimmt, oder die 
relative Bewegung in Bezug auf den Baum. Alle Bewegungen, 
die die Fahrgäste eines fahrenden Eisenbahnwagens in demselben 
ausfllhren, sind solche scheinbaren Bewegungen. Die wahre oder 
absolute Bewegung ^2> ist die Besultierende aus beiden Seiten- 
bewegungen. 
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Häufig liegt die Aufgabe vor, aus der wahren Bew^ung 
AD und der Verschiebung deä Raumes Äü die scheinbare Be- 
wegung A li zu bestimmen. Dies kann nach den frflheren R^eln 
(S. 27) geschehen, indem man die wahre Be- 

wegnng J. J> zerlegt in die eine Seitenbewegung ''B- ^*'- 

AC (des Raumes) und die gesuchte scheinbare 
Bewegung AB, nämlich 7.u den drei Eck- 
punkten Ay C und /> den vierten Eckpunkt 
des Parallelogrammes sucht. Für die An- " ,-" " 

wendnng ist es aber häufig vorteilhafter, das Z _.---'' 
Verfahren so einzurichten, dals die gesuchte ;;,■■' 
Bewegung A B nicht als geometrische Diffeienz, ^ ' 
sondern als geometrische Summe erscheint, d. h. das Parallelogramm 
so anzuordnen, dafs B dem Punkt A diagonal gegenüber liegt. 
Dies geschieht, indem man die Verschiebung AC des Raumes in 
entgegengesetztem Sinne, nämlich als A<i\, aufträgt und aus AD 
und AGi ein Parallelogramm zeichnet, in dem dann B der vierte 
Eckpunkt des Parallelogramms wird. Ob die Bewegungen A B, A '.' 
und AD geradlinig sind oder nicht, ist für das Verfahren der 
Znsammensetzung und Zerlegung (wie S. 27 gezeigt wurde) völlig 
gleichgfiltig. Bei den Bewegungen kommt es nur auf die Orte 
nach ( Zeiteinheiten an, welche man für die Konstruktion durch 
Gerade verbinden kann. Dabei ist wieder nicht das ganze Parallelo- 
gramm erforderlich; vielmehr genügt es, der Strecke AD der 
wahren Bewegung die Strecke D B als Entgegengesetztes der Ver- 
schiebung des Raumes anzufügen, um in der Schiufsstrecke AB 
die scheinbare Bewegung zu erhalten. Wie früher gezeigt, gelten 
für die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen dieselben Gesetze 
wie für die Bewegungen; daher haben wir die Sätze: 

Die scheinbare Bewegung in einem fortschreiten- 
den Baum ist die geometrische Summe aus der 
wahren Bewegung und dem Entgegengesetzten der 
Bewegung des Banmes. Die Geschwindigkeit bezw. 
Beschleunigung der scheinbaren Bewegung ist die 
geometrische Summe aus der wahren Geschwindigkeit 
bezw. Beschleunigung und dem Entgegengesetzten 
der Geschwindigkeit bezw, Beschleunigung des 
Raumes. 



18. Scheinbare Bewegung. 



81 



Fig. 77. 




Beispiel i : Ein Schilf bewege sich gleichförmig, geradlinig fortschreitend 
mit der Geschwindigkeit u nach rechts (Fig. 77). Vom Ufer ans werde ein- 
Stein in der Richtung A über das Verdeck hinweg geworfen. Von der Wurf- 
bewegung wollen wir nur die geradlinige 
gleichförmige Seitenbewegung im Grund- 
risse berücksichtigen, die mit der wahren 
Geschwindigkeit v erfolgen möge. Ein 
auf dem Schilfe mitfahrender Beobachter 
erblickt nicht die wahre Bewegung, son- 
dern nur die scheinbare, deren Geschwin- 
digkeit w wir erhalten, indem wir in A 
die Strecke v = AI) auftragen und 
I>B = u, aber nicht nach rechts, son- 
dern mit entgegengesetztem Sinn, anfügen, dann ist AB die geometrische 
Summe von v und — t*, d. h. die gesuchte scheinbare Geschwindigkeit w. In 
dieser Bichtung AB wird der Stein über das Schiff hinwegstreichen, als ob 
der Wurf etwa von einem Ursprung Oj herrührte. Ist der Stein vielleicht ein 
Stück Kreide, so wird er die Bahnlinie AB selbsttätig aufzeichnen können. 
Als Probe der Bichtigkeit dient die Betrachtung, dafs die Geschwindigkeit w, 
verbunden mit der wirklichen Geschwindigkeit BD=-{-u des Schiffes, als 
geometrische Summe wieder die wahre Geschwindigkeit AD = v des Steines 
liefert. Ist das Verdeck vielleicht mit Tonnen, Ballen u. dergl. besetzt, so 
wird die Bewegung des Steines über dasselbe sich ungehindert nur dann ent- 
wickeln können, wenn längs AB zuföllig eine Gasse frei geblieben ist. Diese 
Gasse ist dann gewissermafsen ein Kanal, eine Bohre, in welcher das fahrende 
Schiff den Stein so aufföngt, dafs er, ohne seitlich gestört zu werden, über 
das Verdeck hinweggleiten kann. 

Beispiel 2 : Nach dem vorstehenden sind die Bedingungen zu beurteilen, 
unter denen ein Fixstern in der Mitte des Gesichtsfeldes eines Fernrohres 
erscheinen kann. Es findet dies statt, wenn der von dem 
Stern ausgehende Lichtstrahl sich in der Bichtung der 
Mittellinie des Bohres fortpflanzt. Stände nun die Erde mit 
dem Fernrohre fest, so müfste das Bohr genau in die Bichtung 
nach dem Sterne gestellt werden. Da aber die Erde mit dem 
Femrohr eine Bewegung um die Sonne ausführt, so kommt 
die scheinbare Bewegung des Lichtes in Bezug auf die fort- 
schreitende Erde in Frage. Ist (Fig. 78) u die Geschwindig- 
keit der fortschreitenden Erde und ist die Bichtung nach dem 
zu betrachtenden Sterne rechtwinklig zu t«, so hat man an 
die Geschwindigkeit des Lichtes v=:AB das Entgegengesetzte 
BG der Geschwindigkeit u der Erde anzutragen, um in AC 
die scheinbare Geschwindigkeit w des Lichtes gegen das Fern- 
rohr zu erhalten. Diese Bichtung AC mufs das Bohr haben, damit der vom 
Stern S ausgehende Strahl das Fernrohr ungehindert durchlaufen kann, damit 
also der Stern S in der Mitte des Gesichtsfeldes erscheine. Da man nun 

Kpck, Mechanik I. 6 



Fig. 78. 
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gewohnt ist, einen im Femrohr erblickten Gegenstand als in der Richtung des 
Femrohres befindlich anzunehmen, so vermutet man S vielleicht an der Stelle S^ . 
Der Winkel ^, um den die scheinbare Richtung des Sternes von der wahren 
abweicht, heifst die Aberration des Lichtes. Die sekundl. Geschwindig- 
keit der Erde beträgt 29,7 >nn, die des Lichtes 308 000^, daher ist 

tg ^ = 29,7 : 308 000 = 0,ooo w« . 

Dieser Tangente entspricht ein Winkel von etwa 20". 

Beispiel 3: Abschreiten eines vorüberfahrenden Baumstammes. 
Sieht man einen Baumstamm langsam und gleichmäfsig auf einer Strafse fahren, 
so kann man dessen Länge durch Abschreiten schätzen, indem man den Stamm 
einmal, ihn überholend, in der Fahrtrichtung abschreitet, ein zweites Mal 
gegen die Fahrtrichtung schreitet und für beide Fälle die Schritte zählt. Es 
empfiehlt sich hierbei, die Zeit eines Schrittes als Zeiteinheit zu wählen, dann 
ist die Schrittlänge zugleich die Geschwindigkeit v des Schreitenden. Mit u 
werde diejenige Strecke bezeichnet, welche der Stamm während eines Schrittes 
zurücklegt. Beim Überholen ist die scheinbare Geschwindigkeit des Schreiten- 
den gegen den Stamm offenbar v — u. Ist nun t die Anzahl der Schritte 
beim Überholen, so mufs die Länge l des Stammes betragen l = (v — u)t. 
Beim Entgegenschreiten wird die scheinbare Geschwindigkeit v-^-u, daher 
Z = (i7 -4- t«) *i , wenn t^ die entsprechende Schrittzahl. Aus diesen beiden 
Gleichungen können u und l ermittelt werden, nämlich zu 

t — t , tL 

U = V T—r—r- ; l = V 



t + h' -ii,(t + t,)- 

Der Schreitende mache in jeder Sekunde 2 Schritte von je 0,8 ™ , Zum Über- 
holen des Stammes gebrauche er *==100 Schritte, zum Kreuzen nur *o = 20 

u 80 2 
Schritte, dann ist — = —— = -—. während eines Schrittes von 0,8 ™ lefft 

V 120 3 j ö 

2 
mithin der Baumstamm die Strecke i* = 0,8 • — = 0,53s ™ zurück. Die Länge 

o 

des Stammes beträgt Z = 0,8 ^-r — = 26,67 » . 

60 

Fährt der Stamm schneller, als der Wanderer schreitet, so ist letzterer 

nicht im stände, den Stamm schreitend zu überholen, läfst sich vielmehr von 

dem Stamme während der Dauer von t Schritten überholen, kehrt dann laufend 

an das Yorderende des Stammes zurück und läfst ihn in entgegengesetzter 

Richtung während der Dauer von t^ Schritten an sich vorbeifahren. In diesem 

Falle wird leicht gefunden: 

w ^ 4- *i -, tL 

— - l = v 



Es sei jetzt v = 0,75 m ; ^ = 300 , ^^ ^ 20 ; dann wird — = ^^ = — , mithin 

^ , . 300-20 ^^ 

W=: 0,857 ra; Z = 0,75 —— = 32.14 m. 
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Beispiel 4: Ein Stein werde mit der geringen Geschwindigkeit v = IQn/sek 
«enkrecht zur Fahrtrichtang gegen einen mit 20 m/sek fahrenden Eisenbahnzng 
geworfen; dann ist die scheinbare Geschwindigkeit des Steines gegen den Zug 

«?=]/" lÖM^lÖ^ = 10 j/T = 22,861 m/gek. 

Diese Geschwindigkeit ist mafsgebend f&r die Wirkung des Wnrfes gegen 
■einen etwa getroffenen Fahrgast, u. zw. ist das hierfür in Frage kommende 
Arbeitsvermögen V«wm7* = */2»i • 10^ • 5, d. h. das 5 fache der von dem 
Werfenden geleisteten Arbeit Vawt?^ = V«»» • 10* (S. 53). 

In noch viel höherem Grade aber vervielfacht sich die Wirkung, wenn 
2 Züge mit je 20 ^/sek aneinander vorbeifahren und der Stein aus dem einen 
Zuge gegen den anderen geworfen wird. Dann ist die wahre Geschwindigkeit des 
Steines die geometrische Sunmie aus der Seitengeschwindigkeit c= iO^/Mk, 
welche der Fahrgast dem Stein erteilt hat, und der Geschw. 20 ^/tek 

des ersten Zuges, d. h. t? = V^ 1 2 + 20 ^ = 10 j/" 5 = 22,36i m/gek . Diesem t; 

ist nun noch, wenn der zweite Zug nach links fährt 

(Figur 79), dessen Geschwindigkeit 20 m/g«k nach ^^S- ^9. 

rechts hinzuzufügen. Dann wird w offenbar die 

Hypotenuse eines Dreiecks, dessen eine Kathete 10, 

dessen andere aber 20 4~ 20 = 40 betragt, also 



w 



==Kl02-f-402= 10l/"l +16=10}/'l7 = 41,23. 




Ein in dem zweiten Zuge befindlicher, etwa getroffener 
Fahrgast verspürt also eine Wurfwirkung von der 

Gröfse ^/2mw^ = ^/tm\0^' 11; d. h. durch die Bewegung der beiden Eisen- 
bahnzüge ist die Stofswirkung auf das 17 fache gewachsen, gegenüber dem 
Falle, wo der Stein aus einem stillstehenden Zug auf einen ebenfalls still- 
stehenden Zug geworfen würde. Die Geschwindigkeit von 10 ^l^k entspricht 
einer Fallhöhe von nur 100 • 0,05i = 5,i m ; ein Wurf mit solcher Geschwindig- 
keit ist daher als verhaltnismäfsig harmlos zu bezeichnen. 41,28 "/sek ent- 
sprechen aber einer Fallhöhe von 17 • 5,i = 86,7 m^ also einer Turmhöhe. 

Beispiel 5 : Fällt von einer über eine Eisenbahn führenden Brücke ein Stein 
lotrecht herab, so ist dessen wahre Bewegung eine lotrechte, gleichförmig 
beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Für einen vorbei- 
fahrenden Zug aber wird die scheinbare Bewegung eine parabolische Wurf- 
bewegung, deren wagerechte Seitengeschwindigkeit das Entgegengesetzte der 
Geschwindigkeit des Eisenbahnzuges ist. Diese parabolische Bahnlinie wird ein 
im Zuge fahrender Beobachter wahrnehmen. Ahnlich ist es auch mit Begeu- 
tropfen, die, lotrecht fallend, einen Zug treffen. Die Spuren derselben an 
den Fenstern und Wänden der Wagen werden von der Lotrechten abweichen. — 
Kann man, Eopf oder Hand aus einem Eisenbahnzuge hinaus haltend, keinen 
Luftzug wahrnehmen, so mufe die umgebende Luft die gleiche Bewegung 
wie der Zug haben, es mufs also ein in der Fahrrichtung wehender Sturm 
herrschen. 
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Fig. 80. 
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Beispiel K: Stellang der Wiadfaline aaf einem Schiff. Eine 

leicht; bewegliche Windfahne, derea Stange rnht, wild durch die LnftbeweguDg 
in die Eichtong des Windes gestellt. Ist die Stange aber nicht in ßuhe, so 
kommt für die Stellung der Fahne die scheinbare oder relative Geachwindigkeit 
der Luft in Bezug aaf die Fahnenstange in Frage. Bewegt sich ein Dampfschiff' 
mit 5 ">/iBk nad weht rechtwinklig dazu ein Wind ron gleichet Qwchwindigkeit 
(Fig, 80), so ist die scheinbare Geschwin- 
digkeit ?/==5V^3 und nm 40' geneigt 
gegen die wahre Windrichtong. In der 
Richtung von vi wird die Fahne sich ein- 
stellen. Man kann daher auf einem 
fahrenden ächifF aus der Ri<;litung der 
Windfiihne nicht ohne weiteres auf die 
Windrichtung schliefsen. Bei einem ent- 
gegengesetzt fahrenden Schiffe würde die 
Abweichung nach der anderen Seite er- 
folgen, iiad unter den bezüglich der Geachwindigb alten gemachten Annahmea 
würden die Fahnen auf den beiden sich begegnenden Schiffen rechtwinklig zu 
iMnander stehen. 

Besehlenuigang der scheinbaren Bewegung. Ist q die walire 
Beschleunigung eines Fanktes (Fig. 81), so ergibt sich die scheinbare 
Beschleunigung r als geometrische Summe 
von •/ und dem Entgegengesetzten der Be- 
schleunigung p des betreffenden Raumes. 

Die wahre Beschleunigtug q iat die 
Wirkung einer wahren Kraft K = mq; die 
scheinbare Beschleunigung r kann als die 
Wirkung einer scheinbaren Kraft mr ange- 
sehen werden, die man offenbar erhält als geometrische Summe der 
wahren Kraft K nnd einer Kraft (— mp), welche dem Entgegen- 
gesetzten der Beschleunigung des Raames entspricht 
welche man zu der wirklichen hinzufQgen mufs, um 
die scheinbare Kraft zu erhalten, nennt man Er- 
gänzungskraft der scheinbaren Bewegung. 

Bewegt sich der Massenpunkt unter Einwirkung 
der Schwere in einem Baume (Kasten), der selbst 
eine Beschleunigung p (Fig. 82) lotrecht aufwärts 
erfährt, so ist ^ die wahre Beschleunigung des Punktes; 
zn dieser mnfs man p abwärts hinzufügen, um als 
Summe beider die scheinbare Beschleunigung r = (7 + pzu erhalten. 
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Die scheinbare Kraft ist R = m{g 4- p), Soll aber der Punkt ver- 
hindert werden, in dem Baume zu fallen, etwa dadurch, dafs man 
ihn an einem Faden aufhängt, so mufs die Spannkraft S des Fadens 
die scheinbare Kraft JR aufheben, es mufs also S=m(ff + p) sein. 
(Ebenso grofs würde der Gegendruck des Bodens sein, wenn der 
Massenpunkt auf dem Boden des Kastens läge.) Ist die Be- 
schleunigung p des Kastens Null, so ist S einfach gleich dem 
Oewichte des Punktes. Die Beschleunigung des Kastens hat auf 
die scheinbare Bewegung denselben Einflufs, als ob die Fall- 
beschleunigung von ff auf r = g + p erhöht wäre. ' Wird der an 
dem Faden hängende Punkt durch eine seitliche Bewegung aus der 
scheinbaren Buhelage gebracht, so führt er Pendelschwingungen 
aus, und die Dauer einer kleinen einfachen Schwingung berechnet 

sich, indem man in der Formel < = jt 1/ — (S. 78) g mit ,g + p 
vertauscht, zu 

ff + p' 

Die Schwingungen erfolgen also wegen der stärkeren Beschleunigung 
in kürzerer Zeit. 

Ist die Beschleunigung p des Kastens nach unten gerichtet, 
so wird r = g — p; R = m {g — p) und ein etwaiger Boden- 
druck oder eine etwaige Fadenkraft ebenfalls m (g — p). Die 
Schwingungsdauer des Pendels wird jetzt 
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1 ff — p 



Bewegt sich der Kasten mit der Fallbeschleunigung p=g 
abwärts, so wird r = 0; Ä = 0; der Punkt hat keine scheinbare 
Beschleunigung gegen den Kasten (da beide gleiche Beschleunigung g 
haben). Bodendruck oder Fadenkraft werden Null; der Punkt 
drückt nicht mehr auf den Boden. Ein in dem Kasten befindlicher 
Mensch würde den Boden unter den Füfsen verlieren. Da die 
Fadenkraft Null wird, ist auch ein Pendel nicht möglich; die 
Schwingimgsdauer wird dann auch < = oo, d. h. es kommt eine 
Schwingung nicht zu stände. 

Ist aber die abwärts gerichtete Beschleunigung des Kastens 
p > g, so wird (Fig. 83) die scheinbare Beschleunigung r = p — g 
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naeh aufwärts gerichtet; der Massenpunkt ftllt in dem Kasten nach 
oben. Ein etwaiger Deckendmck bezw. eine Fadenkraft 8 wird 
m (p — g), wobei der Faden an dem Boden 
befestigt sein mufs. Bei einem seitlichen Anstofs 
entstehen Schwingungen um den unteren Befesti- 
gongspunkt, u. zw. von der Dauer 

r p — 9 

Das in diesen verschiedenen Fällen über die 
Spannkraft S des Fadens Gesagte gilt auch, wenn ein Kasten gar 
nicht vorhanden ist, wenn man vielmehr etwa mit der Hand das 
eine Ende des Fadens erfafst, während an dem andern Ende ein 
Massenpunkt angeschlossen ist. Bewegt man die Hand nach irgend 
einer Richtung gleichförmig nnd geradlinig, so ist die Spannkraft 
des stets lotrechten Fadens gleich dem Gewichte des angehängten 
Massenpunktes. Bewegt man die Hand aber mit aufwärts gerichteter 
Beschleunigung, so vergröfsert sich die Spannkraft, und es kann in- 
folge dieser Beschleunigung der Faden m(^glicherweise reifsen. 
Will man in solchen Fällen das Beifsen eines etwas schwachen 
Fadens oder Seiles vermeiden, so mufs die Bewegung eine vor- 
sichtige sein, d. h. eine solche ohne wesentliche Beschleunigung. 

Ist der Kasten ein in wagerechtem Sinne beschleunigter 
Eisenbahnwagen mit der Beschleunigung p, so wird die scheinbare 

Beschleunigung r = Y g^ + p^ schräg ge- 
richtet; ebenso die scheinbare Kraft R = mr 
(Fig. 84). Soll der Massenpunkt durch einen 
aufhängenden Faden in scheinbarer Buhe in 
dem Wagen erhalten werden, so mufs . die 

Fadenspannkraft S = m Y g^ + jp^ in die 
Bichtung von r fallen, um diese schein- 
bare Gleichgewichtslage als Mitte würden bei einem Anstofse 
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entstehen. Die 



Bichtung von r gibt zugleich die Stellung an, welche ein Fahrgast 
annehmen mufs, um nicht umzufallen, wenn der Wagen eine nach 
rechts gerichtete beschleunigte Bewegung hat, oder wenn der nach 
links fahrende Wagen beim Anhalten eine Verzögerung p erfährt. 
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^9. Bohe in Bezug auf einen sich gleichmäfsig drehenden Baum. g7 

19. Ruhe in Bezug auf einen sicti gleichmärsig 

drehenden Raum. 

Dreht sich ein Körper um eine feste Achse O (rechtwinklig 
zur Bildebene, Fig. 85), so ist die Bewegungsart schon durch die 
Bewegung eines einzigen Punktes oder auch eines 
beliebigen Drehungshalbmessers OA bestimmt 
Der beliebige Punkt mu& sich in einer Kreislinie 
bewegen, und wenn AAi='8 die während der 
Zeit t zurückgelegte Wegeslänge ist, so wird 
s=f{t) das Bewegungsgesetz sein, welches die 
Kreisbewegung des Punktes A im Abstand OA = r 
von der Drehachse und damit auch die Dreh- 
bewegung des Körpers völlig bestimmt. Es ist dann v^dsid^ 
die Geschwindigkeit des Punktes A. Setzt man nun s = AAi = ra , 
so wird a= ^/r'/(t) oder a==(p(t) das Gesetz der Drehbewegung 
des Halbmessers OA. Ebenso wie man v=^ds:dt die Ge- 
schwindigkeit des Punktes A nennt, heifst co = da : dt =^ q)* (t) 
die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, d. h. der auf die 
Zeiteinheit (Sekunde) bezogene Drehungswinkel oder die Umfangs- 
geschwindigkeit im Abstand Eins von der Drehachse. Wie s = ra 
ist auch v = ra> und co = v:r. 

Beispiel: Dreht sich ein Körper in jeder Sekunde einmal gleicliförmig 
um seine Achse, so beschreibt ein Pnnkt im Abstand r von der Achse den 
Weg 2 r TT in jeder Sekunde, mithin ist v = 2 r tt ; ein Punkt im Abstand r = 1 
also hat die Geschwindigkeit w = v:r = 27:; oder man kann auch sagen : 
Der Winkel 2 tz einer ganzen Umdrehung wird in jeder Sekunde zurückgelegt 
daher ist Q> = 27r. Die Grad zahl eines Winkels ist nicht ein natürliches 
sondern ein künstliches, willkürliches Mafs für die Gröfse desselben. Die 
natürliche Einheit des Winkels ist derjenige Winkel a, dem bei einem Halb- 
messer Eins eine Bogenlänge Eins entspricht. Da nun einem Winkel von 180® 
nach dem meist üblichen Gradmafs eine halbe Umdrehung, d. h. ein Bogen 
TT entspricht, so wird der Bogeneinheit eine Gradzahl 180 :7r = 57,3 ent- 
sprechen. Dafs dieser Winkel etwas unter 60® liegen mufs, ergibt sich daraus, 
dafs beim Winkel von 60® die Sehne gleich dem Halbmesser, der Bogen also 
etwas gröfser als der Halbmesser ist. 

Dreht sieh ein Raum gleichförmig mit der Winkelgeschwindig- 
keit CO um eine feste Achse und befindet sich in dem Baum ein 
Massenpunkt, und zwar in dem Abstand r von der Achse, in 
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scheinbarer (relativer) Buhe gegen den Banm, so macht er die 
Bewegung des Baumes tatsächlich mit, f&hrt mithin eine gleich- 
förmige Kreisbewegung mit der Geschwindigkeit v^=^ro) aus, wobei 
er (nach S. 61) eine Zentripetalbeschleunigung 

1) — = = rCJr 

r r 

erfahrt. Dazu ist dann eine Zentripetalkraft von der Qröfse mr(o^ 
erforderlich. Liegt z. B* auf einer wagerechten Scheibe, die sich 
gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit 
o) um ihre lotrechte Achse dreht (Fig. 86), ^'^^' ^^^ 

ein Massenpunkt, etwa eine kleine Kugel, 
so wird diese zur scheinbaren Buhe gegen 
die Scheibe nur durch Kräfte gezwungen 
werden können, etwa durch die Spannkräfte 
Si und iSj zweier bei A und B mit der 
Scheibe verbundenen Fäden. Si und Äj 
werden dann so grofs, dafs ihre Mittel- 
kraft von der Gröfse mrco^ und nach dem Mittelpunkt O gerichtet 
ist. Hierdurch sind S^ und Ä2 völlig bestimmt. 

Diese Bedingung für die scheinbare Buhe kann aber auch in 
ähnlicher Weise ausgedrückt werden wie die Bedingung für schein- 
bare Buhe im fortschreitenden Baume. Haben nämlich die 
auf den Punkt wirkenden Kräfte S^ und S^ die Mittelkraft mrco^, 
so würde das Entgegengesetzte dieser Kraft, d. h. eine radial nach 
aufsen gerichtete Kraft — mi-co^, mit S^ und Ä^ im Gleich- 
gewichte sein. Diese zu den wirklichen Kräften Ä^ und S2 hinzu- 
zufügende Kraft — mrco^, welche mit ihnen im Gleichgewichte 
sein mufs, entspricht dann genau der Ergänzungskraft — mp (S. 84); 
sie ist, wie diese, keine wirklich vorhandene Kraft, sondern nur eine 
gedachte Ergänzungskraft der scheinbaren Bewegung bezw. Buhe 
und heifst wegen ihrer Bichtung Zentrifugalkraft. Nach ihrer 
Hinzufügung ist dann die Bedingung für den scheinbaren Buhe- 
zustand dieselbe wie für wirkliche Buhe, nämlich Gleichgewicht der 
Kräfte. Nur mufs man sich hüten, die Zentrifugalkraft 
als eine wirkliche Kraft anzusehen. In dem Falle der 
Figur 86 ist ja auch durchaus kein Körper nachzuweisen, der den 
Punkt mit der Kraft mro)^ nach aufsen triebe, vielmehr sind nur 



19. Enhe in Bezug auf einen sich gleichmäfsig drehenden Raum. g9 

die Fadenkräfte wirksam, die den Punkt hindern, sich von. dem 
Mittelpunkt O weiter zu entfernen. Durchschnitte man die Fäden 
plötzlich, so würde der Punkt sich auch nicht etwa radial nach 
aufsen bewegen, sondern vielmehr tangential zu seiner bisherigen 
Kreisbahn n)it der Geschwindigkeit v weiter gehen. 

Von einer zum Schleifen dienenden, schnell umlaufenden Schmirgel- 
scheibe fliegen die abgelösten, glühenden Metallteilchen in tangentialer 
Richtung fort. Läfst man die Schnur einer Schleuder los, so fliegt der 
Stein aus derselben in tangentialer Richtung weiter. 

Die Zentrifugalkraft ist nur eine Hülfsvorstellung zur Verein- 
fachung mancher Untersuchungen. 

Soll ein Massenpunkt gegen einen sich mit der 
Winkelgeschwindigkeit (o gleichförmig drehenden Baum 
bei einem Abstand r von der Drehachse in scheinbarer 
Buhe verbleiben, so müssen die auf ihn wirkenden 
Kräfte sich mit der als Ergänzungskraft hinzu- 
zufügenden Zentrifugalkraft mro}"^ im Gleichgewichte 
halten. 

Beispiel: An einer lotrechten Achse (Fig. 87) befinde sich ein schräger 
Arm AB aus Draht, auf welchem eine kleine Kugel verschiebbar sei. Wirkt 
auf die Kugel die Schwere mg, so übt der Draht p. g^ 

den Normalwiderstand N aus. Beide können sich 
aber allein nicht im Gleichgewichte halten, sondern 
es wird unter ihrer Einwirkung die Kugel auf dem g 

Drahte beschleunigt abwärts gleiten. Erteilt man X^ 

jedoch der Achse und damit auch dem Arm eine 4^-^-—^ 
Winkelgeschwindigkeit w^ so ist es nun möglich, / 

dafs die Kugel auf dem Arme sich nicht verschiebe. ;|^ 

Die Bedingung dafür besteht darin, dafs nach Hin- ^ \iyto 
zufügung der Zentrifugalkraft mytü'^ zu den Kräften 
mg und N Gleichgewicht herrsche. Diese drei ' I 

Kräfte bilden dann ein rechtwinkliges Dreieck, * 

dessen Hypotenuse rechtwinklig zum Arme steht, also mit der Wagerechten 
den Winkel ß bildet. 

Daher mufs ig ß = mg : myw^ oder 

2) ^Sß= -^ und .. = y^^ oder y= -J^^ sein. 

Ist z. B. /?= 45^, tg ^ = 1 , ttf = 2 TT (l Umdrehung in der Sekunde), so 

9 81 

ergibt sich y = -z — ^j — 5- = 0,25 m ; d. h. in 2f. m Abstand von der Achse 

1 • 4 TT 
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würde die Engel nnnmehr nnf dem Arm id seheinbarei Buhe verbleiben. Zu 
jedem anderen Wert y gehört aber auch ein anderes at bei aonst gieicb 

bleibenden Verbal tnlBseD. 

Um zu eikennen, wie die Kngel sich bei gröfsei 
als Gl 2 antspricht, bewegen wQrde, denken i 
der Kugel einen Vorsteckstift ange- 



r Winkelgeschwindigkeit, 
s (Fig. 86} dicht oberhalb 
Fig. 88. ' , 




bracht, der eine Ve^rSbemng 
y verhindert. Dieser Stift äbt dann 
einen Widerstand N^ in der lüch- 
tnug des Armee nach nuten ans, und 
es müssen sich nnn die Erfifte 
N, N,, mg und myio' aofheben. 
K erteilt man sämtliche £rSfte in 
solclie, welche in die Uichtnng des 
Armes fallen betw. dainrecbtwmklig 
stehen, Bo mnfe die Krfittesnmme in 

N^ + mg cw 
mithin JV, ^ my: 



Ist nun Ol' >■ ■ — ^—^ , so wird yio' tgß> g und N.>- 0; d. h, der 

Stilt leistet der Engel tatsächlich einen Gegendruck; mithin drfickt die Engel 
nach dem Gesetze der Wechselwirkung anch gegen den Stift, wQrde also, falls 
der Stift fehlte, auf dem Arme nach oben gleiten. Der Stiftdrack wird Null, 
weoD yiu'tgß = 0, während ein kleineres u ein negaüTea N^, d. h. den nach 
oben gerichteten Widerstand eines unterhalb der Engel angebrachten Stiftes 
veriaugt, entsprechend der Neigung der Engel, abwärts zn gleiten. Hiermit 
ist zugleich bewiesen, daf« sieh beim Eegelpendel iß. 69) der Neigongswinkel 
^egen die Lotrechte vergröfserQ wird, wenn man dem Massenpoukt eine zu 
^Tofse Geschwindigkeit c gibt, nnd umgekehrt Denn die jetzt betrachtete 
Anordnung ist dem Wesen nach nnch em Eegelpendel. 

Tritt an Stelle des geraden Armes ein nach 

einem Kreisbogen »om Halbmesser l geformter 

iFig. S!4), so behält GL 2 ihre Gültigkeit-, es ist 

tgß-y<o'^=g, oder, weil 

y = ico»i9 und ^ = 90'— a, 

sin ßlai^ = ha/^ ^ g und k ^ g : oi', 

worin h die Tiefe der Engel unter bedeutet ; 

h ündert sich im umgekehrten Verhältnisse 

mit ui'. Diese Vorrichtung wird als Schwnng- 

tiugel-Begler (Zentrifugul-ßagulator) zur Regelung des Ganges von 

Maschinen benutzt. An der lotrechten Achse werden bei zwei Gelenk- 

stsug-eD von der Länge l befestigt, welche die Engeln tragen nnd ihnen 
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zugleich die Ereisbahn CBC^ vorschreiben. Bei einer Winkelgeschwindigkeit w 
wird sich dann die Höhe h = g:w^ bilden. Bei gröfserer Drehgeschwindig- 
keit werden die Kugeln steigen, und umgekehrt Durch geeignetes Gestänge 
wirkt das Steigen bezw. Sinken der Kugeln auf die Kraftquelle, vermindert bezw. 
verstärkt dieselbe. 

Soll die Kugel bei gleichbleibender Umdrehungsgeschwindigkeit an jeder 
Stelle des Armes in scheinbarer Buhe verbleiben können, so mufs die Form 
des Armes eine solche sein, dafs die Gl. 2 S 89: 
ig ß'ya)^==g für jeden Wert von y Gültigkeit hat. ^i? ^0. 

£8 muXs also offenbar tg ß mit y umgekehrt sich ändern. 
Bezieht man (Fig. 90) die gesuchte Kurve AP auf den 
Punkt A als Anfangspunkt, so ist tg ß = dy i dx^ 
mithin ya)^'dyxdx = g oder ^ w^ydy = 2g - dx. 
Sind zwei Differentiale einander gleich, so dürfen sich 
deren unbestimmte Integrale nur um eine Konstante C 
unterscheiden, und man erhält 

ü,^y^ = 2gx+C. 

Weil aber der Punkt A mit den Koordinaten x==0 und ^ = auch der 
Kurve angehört, so mufs die Konstante in obiger Gleichung so bestimmt 
werden, dafs für x = auch ^ = wird. Das gibt 

= + C oder C=0, und nach y^ aufgelöst: y^ = 2 f-^j x. 

Diese Gleichung bedeutet eine Parabel, deren Achse mit der o;- Achse zusammen- 
fallt und deren Parameter g : <i>^ ist. Für bestimmtes g entspricht jeder Dreh- 
geschwindigkeit w eine bestimmte Parabel als Gleich- 
gewichtsform. Ist die der Form entsprechende Dreh- 
geschwindigkeit vorhanden, so kann die Kugel an jeder 
Stelle des Drahtes in scheinbarer Ruhe verbleiben, ist 
die Geschwindigkeit >* a> , so strebt die Kugel fortge- 
setzt nach aufsen, und umgekehrt. 

Dreht sich die Achse mit dem Arm in jeder 
Sekunde 1 Mal um, so ist w = 2 t: und der Parameter der Parabel 
p = 9,81 : (4 TT^j = 0,25 m (Fig. 91). 




20. Einflurs der Drehung der Erde um ihre Achse auf 
das scheinbare Gewicht bezw. die scheinbare Fall- 
beschleunigung. 

Denken wir uns die Erde vorläufig als Kugel vom Halbmesser 
r = 6370000™ und betrachten wir einen Massenpunkt, der am 
Äquator auf der Erdoberfläche ruht, so ist dieser Zustand nur ein 
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sch^einbarer Buhezustand in Bezug auf die sich drehende Erde 
(Fig. 92). Zu der Anziehungskraft mg der Erde und dem nach 
aufsen gerichteten Nor mal wider- 
stand N der Erdoberfläche mufs pJ^^' ^^' 
daher noch die Zentrifugalkraft ^ — ^ ^//^ 
mroß hinzugefügt werden, damit /^ l....y^2Sct....^ 
Gleichgewicht entstehe. Daher / j y/ \ 

ist N= mg — mrcü\ Nun wird / , ]""/'-— --. \ 

aber das Gewicht eines Körpers fc~— öf' ^""i iSj ^y^? » i y 

nach dem Drucke beurteilt, den A 
er im Buhezustand auf eine V 
wagerechte Unterlage (die Wag- \^^ 

schale) ausübt, so dafs N als 

das scheinbare Gewicht und W: m als die scheinbare Fallbeschleuni- 
gung pq in der geographischen Breite Null zu bezeichnen ist, also 

Die Zeit einer Umdrehung der Erde beträgt 

23 ^ 56 "»" 4 ««^ = 86 164 ««^ ; 

daher 01 = 2 ^: 86 164 = 0,000073, hiernach wird 

r co2 = 6 370 000 • 0,000 0732 = o,034 . 

Nun ist die scheinbare Fallbeschleunigung am Äquator durch Pendel- 
beobachtungen (s. S. 78) zu ^0 = 9»780™/gekt beobachtet, daher wird 

g = 9,780 + 0,034 = 9,814 

die wahre Beschleunigung der Schwere am Äquator, welche bei kugel- 
förmiger Erde für alle Punkte der Erdoberfläche gelten würde. 

In einer geographischen Breite oc halten sich nun an dem 
Massenpunkte die Schwere mg, die Zentrifugalkraft myojp- mit dem 
Gegendrucke W der Erdoberfläche im Gleichgewichte, woraus folgt, 
dafs W im allgemeinen nicht durch den Erdmittelpunkt O geht. 
Zerlegt man W in einen Normalwiderstand N und einen Tangential- 
widerstand T, so wird, weil y = rcosa, 

N=mg — mrcü2 cos^ a = m(^ — rco^ cos^a) und 

T = m rcü^ sin a cos a . 

Von diesen beiden Seitenkräften ist iV>m (9,814 —0,034) oder 
N>m' 9,78 , dagegen T^m- 0,03+ • V2 (für a = 45 o) , daher 
,N:T^b75, Da nun N und T die Katheten, W die Hypotenuse 



20. Scheinbare Beschleunigung an verschiedenen Stellen der Erde. 93 

eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen, so ist die Hypotenuse W 
bei solchem Verhältnisse von N : T mit grofser Annäherung gleich N 
zu setzen. W bedeutet aber wiederum die scheinbare Schwere 
und W:m die scheinbare Fallbeschleunigung g^ in der geogra- 
phischen Breite a; mithin ist 

gfj^^'g — rcü- cos^a =^ — roj^^ + rcü^ gin^a. 
Da nun g — rcü2 = ^Q = 9,730, g^ ^jj.^ 
2) g^ = 9,780 + 0,034 sin^ a = 9,797 — 0,017 COS 2 a, 

wenn man die Beziehung sin^ « = 72 — V2 cos 2 a benutzt 

Die scheinbare Schwere W würde auch nach Kichtung und 
Gröfse die Spannkraft eines Fadens bilden, an welchem ein Masson- 
punkt etwa als Lot aufgehängt wäre. Da nun W im allgemeinen 
nicht mit der Normalen N zusammenfällt, so geht auch die Bichtung 
des Lotes im allgemeinen nicht durch den Mittelpunkt der Erde, 
nur am Äquator und an den Polen, wo T = mrco^. 1/2 sin2 a = 
ist, findet dies statt. 

Für den Winkel d, um den das Lot von der Geraden nach 
dem Mittelpunkte der Erde abweicht, gilt 

, . T wi rcü^ sin a cos a 
^ iV mg^ 

0,034 sin a cos a 0,017 sin 2 a 



9,797 — 0,017 cos 2 a 9,797 — 0,017 COS 2 a ' 

Will man wissen, in welcher Breite a dieses ein Maximum wird, so setzt 
man die Abgeleitete von tg d gleich Null, mithin 

= (9,797 — 0,017 cos 2 a) • 0,084 cos 2 a — 0,oi7 sin 2 a • 0,034 sin 2 a, oder 

9,797 — 0,017 cos '? a = 0,017 sin 2 a tg 2 a 

und daraus cos 2a = ;r^ — = 0,001735. Das gibt 2 a = 89°54' und a = 44°52'. 

9,797 

Wäre die Erde vollkommen kugelförmig, so könnte ihre Ober- 
fläche einen von der Normalen abweichenden Widerstand W gar 
nicht leisten; die Seitenkraft T, welche für den scheinbaren Kuhe- 
^ustand erforderlich wäre, könnte von ihr nicht ausgeübt werden; 
es würden daher alle leicht beweglichen Körper, namentlich die 
Wasserteilchen des Meeres nach dem Äquator fortgleiten, bis die 
Kugelform sich so geändert haben würde, dafs W rechtwinklig zur 
Oberfläche steht. Diese Formänderung findet aber nicht mehr statt, 
weil die Gestalt der Erde eben keine Kugel ist, sondern ein Ellipsoid, 
welches jeuer Bedingung, dafs die Bichtung des Lotes rechtwinklig 
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Fig. 93. 




"--r 



zur Oberfläche steht, entspricht (Fig. 93). Der Erdhalbmesser 
a = 6377000"» am Äquator ist etwa 21^'» gröfser als der Polradius 
5 = 6356000". Infolge dieses Um- 
standes wird ein Massenpunkt, wenn 
man ihn vom Äquator her nach dem 
Pole verschiebt, dem Mittelpunkte der 
Erde näher kommen, woraus allein 
schon eine Zunahme der Anziehung 
folgt, deren Einflufs jene andere Zu- 
nahme noch verstärkt, die infolge der 
Abnahme der Wirkung der Zentrifugal- 
kraft sich ergibt. Pendelversuche 
haben ergeben, dafs man in Gl. 2 (S. 93) die ^ahlenwerte ändern 
mufs, um sie mit der Wirklichkeit in Übereinstimmung zu bringen; 
«s ist nämlich tatsächlich 

3) g^ = 9,780 + 0,052 Sin2 a = 9,806 — 0,026 COS 2 a. 

a = gibt ^0 = 9,780 
a = 450 „ (745*^9,806 
a = 90® „ ^p = 9,832 (am Pole). 

Für Hannover ist = 52^23', daher ^^ = 9,813. 

Da wir das Gewicht eines Liters Wasser (bei 4® C.) unter 
45® geographischer Breite als Krafteinbeit (Kilogramm) bezeichnet 
haben, so beträgt das Gewicht dieses Körpers am Äquator 

9,780:9,806 = 0,997^«, am Pole 9,832:9,806=1,003^. 

Vorstehende Formeln und Zahlen gelten für die Höhe des 
Meeresspiegels. Die Fallbeschleunigung in einer Höhe von h Metern 
über dem Meeresspiegel wird dann genau genug gefunden, indem man 
nach S. 58 die vorstehenden Werte noch mit (1 — 2 ä : r), odej-, wenn 
man r = 6370000°^ setzt, mit 1 — 0,00000032 h) multipliziert Dann 
wird (genau genug) g^ = 9,806 -— 0,026 cos 2 a — 0,000003 h. Auf dem 
Brocken unter 51^50' geographischer Breite und in etwa 1140" 
Meereshöhe ist g^ = 9,809, in Ilsenburg am Fufse des Brockens 
<260™ Meereshöhe) 9,8ii. Der Unterschied ist also nur gering. 
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Mechanik starrer Körper. 



1. Einleitung. 

Einen Körper denken wir uns als aus sehr vielen Massen- 
punkten zusammengesetzt, die so miteinander in Verbindung stehen, 
dafs sie gegenseitig auf ihre Bewegung einzuwirken verstehen, dafs 
sie also gegenseitig Kräfte aufeinander ausüben können. Diese 
Kräfte, mit welchen die einzelnen Massenpunkte eines Körpers 
gegenseitig aufeinander einwirken, heifsen innere Kräfte des Kör- 
pers, im Gegensatze zu den äufseren Kräften, welche von anderen 
Körpern herrühren. 

Die Verbindung zwischen den einzelnen Massenpunkten ist bei 
verschiedenen Körpern eine verschiedenartige. Wir haben zunächst 
feste Körper zu unterscheiden von nicht festen Körpern. 
Bei den festen Körpern setzen die einzelnen Massenpunkte einer 
jeden Änderung der Form des Körpers einen Widerstand entgegen. 
Die nicht festen Körper heifsen flüssige Körper, zu denen im 
besonderen auch die gasförmigen Flüssigkeiten zu rechnen sind. 
Bei diesen zeigen die Massenpunkte keinen Widerstand gegen Form- 
änderung im allgemeinen, sondern im wesentlichen nur einen solchen 
gegen Zusammendrängung auf einen kleineren Eauminhalt. 

Denkt man sich die Massenpunkte eines festen Körpers derartig 
miteinander verbunden, dafs die inneren Kräfte jede, auch noch so 
geringe Formänderung, um so mehr also gar eine Zerstörung, ver- 
hindern, so gelangt man zu dem Begriffe vollkommen fester 
oder starrer Körper. Solche starren Körper gibt es in Wirk- 
lichkeit nicht; vielmehr erleidet jeder wirkliche feste Körper unter 
Einwirkung äufserer Kräfte eine gewisse Formänderung, deren Art 
und Gröfse von den äufseren Kräften und von der Beschaffenheit 
des Körpers abhängt. Die inneren Kräfte treten bei äufseren Ein- 
wirkungen in Wirklichkeit mit allmählich zunehmender Gröfse auf, 
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und erst nach dem Eintreten einer gewissen Formänderung sind sie 
zu solcher Gröfse angewachsen, dafs sie nun eine weitere Änderung 
Verbindern können. Überschreitet aber die Gröfse der äufseren 
Kräfte gewisse Grenzen, so tritt eine Zerstörung des Körpers ein. 
Diese wirklich vorkommenden festen Körper nennt man, im Gegen- 
satze zu den nur gedachten starren Körpern, elastisch feste 
Körper. Den unterschied beider kann man sich 
grobsinnlich vorstellen, indem man (Fig. 94) zwei ^^^' ^** 
Kugeln das eine Mal durch eine steife Stange, das Q O 

andere Mal durch eine nachgiebige Scbraubenfeder r^.A/umA/^ 
verbunden denkt. Sucht man mit den Händen die 
Entfernung der beiden Kugeln zu verändern, so wird dies in dem 
ersten Falle durch die inneren Kräfte verhindert, in dem zweiten 
nur in gewissem Grade erschwert 

Bei sehr vielen Anwendungen der Mechanik hat nun die Er- 
mittelung der Formänderung eines Körpers oder die Frage nach 
seiner Festigkeit keinen Wert. In solchen Fällen kann man daher 
zur Vereinfachung der Aufgaben die Körper als starre betrachten. 
In anderen Fällen aber wird gerade nach der Festigkeit und der 
Formänderung der Körper gefragt; dann mufs man sie als elastisch 
fest behandeln. Es wird sich aber zeigen, dafs man sehr viele 
Ergebnisse der Mechanik starrer Körper in der Mechanik elastisch 
fester Körper verwerten kann. 



2. Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften in 
einer Ebene mit gemeinsamem Angriffspunicte. 

Die Zusammensetzung von Kräften mit gemeinsamem Angriffs- 
punkte ist bereits in Abteilung I Ziffer 6 erörtert. Unter gewissen 
Voraussetzungen lassen sich die dort angegebenen Regeln auch dann 
anwenden, wenn die zu einer Mittelkraft zu vereinigenden Kräfte 
nicht unmittelbar einen gemeinsamen Angriffspunkt haben. Wir 
stützen uns dann auf folgenden, ohne weiteres einleuchtenden und 
mit der Erfahrung völlig übereinstimmenden 

Grundsatz: Zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte, 
deren Bichtungslinien in dieselbe Gerade fallen, und 
die in zwei beliebigen Punkten dieser Geraden an 
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Fig. 95. 




einem starren Körper angreifen, haben auf die Be- 
wegung des Körpers keinen Einflafs, heben sich 
gegenseitig auf, halten sich im Gleichgewicht und 
umgekehrt, sollen zwei Kräfte 
miteinander im Gleichgewicht 
stehen, so müssen sie gleich und 
entgegengesetzt gerichtet sein 
und mit ihren Bichtnngslinien in 
dieselbe Gerade fallen. (Fig. 95.) 

In der Mechanik des Massenpunktes war eine Kraft durch 
Gröfse, Richtung und Sinn gegeben; jetzt kommt aber auch noch 
diejenige Stelle des Körpers in Betracht, an welcher die Kraft 
angreift. Bei Kräften am starren Körper genfigt statt dessen 
schon die Kenntnis irgend eines Punktes der Richtungslinie einer 
Kraft, oder ihre Lage, zur Beurteilung ihrer Wirkung, da man 
jeden Punkt der Richtungslinie einer Kraft als ihren Angriffspunkt 
behandeln kann Denn : greift eine Kraft 
K (Fig. 96) an dem Punkt A eines 
Körpers an und ist B ein beliebiger, 
demselben starren Körper angehöriger 
Punkt der Richtungslinie von K, so 
kann man an dem Massenpunkte B zwei 

in die Gerade AB fallende, entgegengesetzte Kräfte K anbringen, 
ohne im Bewegungszustande des Körpers etwas zu ändern. Da 
aber nach dem vorstehenden Satze die in A angreifende Kraft K 
mit der entgegengesetzten im Punkte B sich aufhebt, so bleibt als 
gleichwertig mit der ursprünglich gegebenen die in B angreifende 
Kraft gleicher Gröfse, Richtung und gleichen Sinnes übrig. 



Fig. 96. 




Fig. 97. 



Zusammensetzong zweier Kräfte mit 
sieh schneidenden Biehtungslinien. Die 

gegebenen Kräfte K^ und K^ (Fig. 97) 
mit den Angriffspunkten A und B lassen 
sich nach vorstehendem Satz an den 
Schnittpunkt G der Richtungslinien ver- 
legen und lassen sich hier durch eine 
Mittelkraft B nach der Lehre über die 
Zusammensetzung der Kräfte am einfachen Punkt ersetzen. Diese 

Keck, Mechanik I. 7 
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Mittelkraft B darf dann aber wiederam als in irgend einem Punkte 
i> ihrer Linie eingreifend gedacht werden. Dabei ist es gleich- 
gültig, ob der Schnittpunkt C der Kraftlinien dem Körper an- 
gehört oder nicht, weil die in D angreifende Kraft R den ge- 
gebenen K^ und K^ in A und B völlig gleichwertig ist. 

Ist aber der Schnittpunkt C der Kraftlinien wegen ungünstiger 
Lage nicht benutzbar, so kann man Gröfse, Eichtung und Sinn der 
Mittelkraft II leicht finden, indem man das vorhin bei C gezeichnete 
Krafteck in A^ in B oder an einer beliebigen Stelle zeichnet; zur 
Auffindung der richtigen Lage von R, die oben durch C bestimmt 
war, kann man entweder geometrische Beziehungen benutzen, oder 
mit besonderem Vorteil einen Satz der Mechanik, den wir jetzt 
entwickeln wollen, nämlich den Satz der statischen Momente 
von Kräften. 

3. Satz der Drehmomente der Kräfte. 

Ist K eine in der Bildebene wirkende Kraft, O eine Achse 
rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 98), so dafs also Kraftlinie und 
Achse sich im Räume rechtwinklig kreuzen ; dann nennt Fig. 98. 

man das Produkt Kraft mal Hebelarm oder Kl das t -^ 

Drehmoment oder statische Moment der Kraft 
in Bezug auf die Achse O. Der Hebelarm ist die 
rechtwinklige Entfernung der Kraft von der Achse. 

Momentum ist (wahrscheinlich) eine Abkürzung von MoYimentnm und be- 
deutet Bewegungsmittel: Drehmoment bedeutet also „Mittel zur Erzeugung 
einer Drehbewegung". 

Greifen an demselben Massenpunkt A mehrere in der Bild- 
ebene liegende Kräfte K^ und Kn an, deren 
Mittelkraft R ist (Fig. 99), und sind Zi, /„, 
l die bezüglichen Hebelarme, von der Achse 
oder dem Drehpunkt O aus gemessen, so 
läfst sich zeigen, dafs das Moment der 
Mittelkraft R gleich der Momentensumme 
der Einzelkräfte ist. Betrachtet man nämlich 
AO als ?/- Achse, AX nach rechts als 
positive iP- Achse, welche mit den Kräften 
die Neigungswinkel ö^, ö„ und ö bildet, so ist nach der Figur 
In = OA cos ön, ebenso 1^=0 A cos öj, 1=^0 A cos ö, so dafs 
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xnäD die Momente auch schreiben kann : K^ • OA cos dj , JT n * OA cos ö^ 
und JR'OA cos d. Da aber nach der Lehre von der Zusammen* 
Setzung der Kräfte (S. 40) 

B cosd = Kl cos ö^ + . . . + JCn cos dn, 

so folgt, wenn man allen Gliedern dieser Gleichung den Faktor 
OA hinzufügt, ohne weiteres, dafs das Moment von JR gleich ist 
der Summe der Momente der Kräfte K. 

In Figur 99 waren sämtliche cos ö positiv. In Figur 100 
aber haben cos dj und cos d„ verschiedene Vorzeichen, so dafs in 
der Gleichung jK cos ö • ^O = IK cosöAO 
auf der rechten Seite Summanden von ver- 
schiedenen Vorzeichen sich ergeben. Die Be- 
deutung dieses Unterschiedes ist aus der 
ursprünglichen Erklärung des Momentes Kl 
nicht ohne weiteres ersichtlich ; sie tritt aber 
hervor, wenn man die drehende Wirkung der 
Kräfte, auf die es beim Momente wesentlich 
ankommt, ins Auge fafst. Denkt man sich den Punkt A mit der 
Achse O in starrer Verbindung und O als eine feste Drehachse, so 
haben in Fig. 99 die Kräfte K^ und K^ übereinstimmend einen Dreh- 
sinn /""^ rechts herum, im Sinne der Drehung des Uhrzeigers, 
während in Figur 100 der Drehsinn der Kräfte verschieden ist. 
Den Drehsinn rechts herum /^ ^ pflegt man als positiv zu 
bezeichnen, die entsprechenden Momente ebenfalls positiv zu setzen, 
und umgekehrt, doch ist diese Festsetzung eine willkürliche; man 
könnte auch das Entgegengesetzte wählen. Verschiedener Drehsinn 
kennzeichnet verschiedene Vorzeichen der Momente, aber welche 
Richtung man positiv einführen will, steht frei. Es ist jedoch 
nützlich, sich an vorstehende feste Begel zu binden, damit man bei 
der Aufschreibung einer Momentensumme nicht unnötig zu überlegen 
braucht. Mit Berücksichtigung dieses ümstandes ist dann bei beliebig 
vielen Kräften in einer Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkte 

jB 6 = jr Kl li + K2 &2 "h • . . Jl -^n In 

oder kürzer geschrieben 

1) Bl = 2Kl. 

Liegen die an einem Punkt A angreifenden Kräfte nicht in einer 
zur Achse OP (Fig. 101) rechtwinkligen Ebene, so ist die bisherige 
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Deutung des Momentes nicht mehr braachbar. Mit Rücksicht daranf 
aher, dafs das Drehmoment ein Uars fflr die drehende Wirkan^ 
der Kräfte sein soll, vas allerdings erat sp&t«r, gelegentlich der 
Betrachtung der Drehbewegung nm eine feste Achse näher erUntert 
werden kann, bezeichnet man als Moment einer Kraft K in 
Bezug auf eine beliebige Achse OP das Moment der- 
jenigen Kraft K', welche sich als Projektion von K 
auf eine zur Achse OP rechtwinklige Ebene ergibt 
Es läfst sich zeigen, daä anch in dieser allgemeineren Bedeatnng das 

Moment der Mittelkraft gleich der 

Fiir 101 
Momentensumme der ßinielkräfte 

ist. Betrachtet man nämlich 
(Fig. 101) die durch A winkel- 
recht zu (I P gelegte Gerade AO 
als 3/-Achse, legt ^Z parallel zu 
OP, und AX winkelrecht zu 
beiden, so kann man K mittels 
eines Parallelepipeds in bekannter 
Weise zerlegen in Keaan, Kooaß, 
Keosy, von denen die beiden 
ersteren unten in der Projektions- 
ebene in voller Gröfse erscheinen. 
K' bedeutet die Mittelkraft dieser 

beiden. In der Projektionsebene aber kann das Moment K'l von 
K' auch in der Form A"-O'^'-C08Ö (Fig. 101) geschrieben 
werden, oder, weil ^' COS ö die Seitenkraft in der Richtung A X, 
— K cos d bedeutet, auch in der Form K-eosa- OA. Greifen nun 
im Punkt A beliebig riele Kräfte K an, deren Mittelkraft B ist, 
so kann man in gleicher Weise das Moment von J2 in Bezug 
auf OP in die Form i£ cos a ■ OA bringen. Weil nun noch 
Ä cos a = -l'üTcos a, so wird auch 

ÄC0sa.O^ = i'^C03a-O^, 
und man hat den Satz: 

Für Kräfte an einem Punkt ist das Moment der 
Miitelkrüft gleich der algebraischen Summe der 
Momente der Einzelkräfte. 

Da das Moment der Kraft Ä" zu SDf = S^ cos a ■ OA gefunden 
wurde, so wird es gleich Null, wenn a = 90" ist, d, h. wenn K 
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rechtwinklig m AX steht, sich also in der ^^- Ebene befindet, der 
auch die Achse OP angehört. Das Moment einer Kraft wird 
also Nall in Bezug auf eine Achse, die mit ihr in 
derselben Ebene liegt, d. h. sie schneidet oder ihr 
parallel ist. 

Eine Kraft, deren Projektion auf die Drehungsebene «= 1 ^, 
gibt mit einem Hebelarme «= 1 ™ das Moment Eins. Diese Momenten- 
Einheit nennt man, wie die Arbeitseinheit, Meterkilogramm; in ihrer 
Bedeutung aber ist sie von der Arbeitseinheit verschieden. 

Für Momentengröfsen wählen wir den deutschen Buchstaben SR, 
weil der lateinische Buchstabe M f&r die Masse eines Körpers 
vorbehalten werden mufs. 

Zusatz: Der Satz der Drehmomente ist aus dem Satze vom Parallel- 
epiped der Kräfte hergeleitet. Da ein entsprechender Parallelepiped-Satz auch 
von Geschwindigkeiten und Beschleunigungen gilt (S. 22 u. 25), so ist der Satz 
der Drehmomente nicht nur für Kräfte, sondern auch für Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen gültig. 

Nunmehr kann die Lage der Mittelkraft JR von zwei in der 
Zeichenebene liegenden Kräften auch gefunden werden, wenn der 
Schnittpunkt C in Fig. 97, S. 97, nicht benatzbar ist. 

Man ermittelt zunächst (Fig. 102) Oröfse, Bichtung und Sinn 
von R, indem man an beliebiger Stelle, z. B. in einer Hülfsfigur 
aus Kl und Ko einen Kräftezug bildet, 
dessen Schlufsseite = JR. Sodann wählt 
man eine beliebige Achse O, rechtwinklig 
zur Zeichenebene, oder, was gleich- 
bedeutend ist, einen Drehpunkt O in 
derselben, ermittelt die rechtwinklig ge- 
messenen Hebelarme l^ und l^ der Kräfte 
und bedenkt, dafs 

JRl = Kill + K2I2 sein mufs. 
In der Figur haben Ki und K2 beide 
den Drehsinn rechts herum, weshalb ihre Momente positiv an» 
gesetzt wurden. It mufs dann an dem Hebelarm 

Jlj li 4- K2 12 



Fig. 102. 




Z = 



B 



ebenfalls rechts herum drehen. Legt man daher durch O eine 
Kechtwinklige zur Schlufsseite R des Kräftezuges und trägt auf ihr 




Zweite AbteiluDg. Mechanik starrer Körper. 



die Länge Z = OP ab, so mufs die endgültige Lage von B durch 
-P gehen, denn es dreht dann B an dem Arm OP^ u. zw. rechte 
heram, wie erforderlich war. Da man aber O ganz beliebig wählen 
kann, so wird man ihm eine solche Lage geben, dafs die Bestimmung 
der Lage von B möglichst einfach wird. Man wähle (Fig. 103) 
irgend einen Funkt der Bichtungslinie von K2, z. B. B zum 
Drehpunkte, dann hat K2 den Hebelarm 
I2 = 0, und es wird 



Fig. 103. 



Z = 



B 



^BP, 




womit die Lage von B bestimmt ist. 
Für einen Drehpunkt auf der Bichtungs- 
linie der Mittelkraft B wird deren 
Moment und folglich auch die Summe 
der Momenten von K^ und £2 gleich Null, d. h. in Bezug auf 
Punkte der Mittelkraft stehen die Einzelkräfte im Drehungs- 
gleichgewicht. 

Beispiel: K^^=20M\ K^=^^{iM (dargestellt durch 2 bezw. Sem); sie 
schneiden sich anter dem Winkel a = 30*; ?i = 1,5 cin = 0,015 m. Dann wird 

B =Y 400 + 900 + 2 . 20 • 30 • 0,666 = 10 1/'23^ = 48,4 kg. 

? = 20 • 0,015 : 48,4 = 0,0062 m = 6,2 mm. 



4. Zusammensetzung beliebiger Kräfte in einer Ebene. 

a) Zeichnerisches (graphisches) Verfahren. 

Kräfte verschiedener Sichtung. 

Die zu einer Mittelkraft zu vereinigenden Kräfte Ki^ K^^ K^t 
K^ u. 8. w. mögen ohne gemeinsamen Angriffspunkt zerstreut in 
einer Ebene liegen; (Fig. 104 u. 104 a.) Man verschiebe zunächst 
zwei derselben K^ und K^ in ihrer Kichtung bis zum Schnitt- 
punkte a ihrer Richtungslinien, vereinige sie hier zu einer Mittel- 
kraft Bu verschiebe diese und die folgende Kraft K^ in ihren 
Richtungen bis zum Schnittpunkte h und setze sie hier zu einer 
Mittelkraft B^ zusammen. In gleicher Weise setze man B^ mit 
K^ zu einer Mittelkraft B^ u. s. w. zusammen. — Gröfse und 
Eichtung der Mittelkräfte i?i , i?2 < B^ u. s. w. lassen sich auch, 
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Fig. 104 a. 



und zwar bequemer, in einer HülMgur 104 a ermitteln, indem man 
sie darch Farallelverschiebang zu einem Erafteck aneinander reiht, 
so dafs die Pfeilriebtangen einander folgen. (Vergl. S. 41.) 

Die Linien ef, eg und eh stellen die Mittelkräfte JB^, R^ und 
jß3 nach Gröfse und Bichtung dar. um ihre Lage zu finden, 
braucht man nur zu beachten, dafs B^ durch den Schnittpunkt a 
von Kl und Ko, JR^ 

durch den Schnitt- ^'^' ^^^' 

punkt b von K^ und 
jßi^ u. s. w. gehen 
mufs. Man zieht 
von a aus ab \\ ef, 
bcWeffnniB^Weh, 
so erhält man Lage 
und Bichtungslinien 
der Mittelkräfte. 

Kehrt man die ^ 
Mittelkraft B^ um, 
so hält sie sich mit 
den gegebenen Kräf- 
ten K^^K^, A3 und 
K4 an dem Körper 
im Gleichgewicht. 
Denkt man sich die 
Punkte a, b^ c, d 

durch ein Seil verbunden, so würde auch durch Vermittelung des- 
selben die Kraft — B^ die gegebenen Kräfte im Gleichgewicht halten. 
Den Linienzug abc nennt man daher ein Seileck (Seilpolygon) der 
Kräftegruppe K^K^K-s u. s. w., oder auch deren Mittelkraftpolygon. 
Die Anwendbarkeit des vorbeschriebenen Verfahrens hat zur Voraus- 
setzung, dafs die Schnittpunkte a, 6, c u. s. w. der Kräfte Ki und K29 
K^ und B]^ u. s. w. auf die Zeichentafel fallen. Vielfach wird dies 
nicht, oder doch nicht bei allen Punkten zutreffen. Für diesen 
allgemeinen Fall ist das Verfahren wie folgt umzugestalten; vergL 
Fig. 105 und 105 a: 

Wir zerlegen Ki im Punkte a in beliebig gerichtete Seiten- 
kräfte I und IL Im Schnittpunkte b der Kraftlinien II und K2 
zerlegen wir K^ in Seitenkräfte — II und III; ebenso im Schnitt- 
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pankte c der KraftliflieD /// und K3 letztere Kraft in die Seiten- 
kräfte — III and IV 0. 8. w. Dano ist 
Kj = /, //, 
Ks = —II, III, 
K3~—III, IV, 
Ki= —IV, r n.8.w. 
und im ZoBamineDirirkei) aller Kräfte 

Kl, K, Ks, Ki = I, II, —II, III, —'III, IV, —IV, V, 
oder, da die entgegengesetzt gleichen Kräfte sich anfheben 
Kl, K2. Ks. Ki = I, V. 
Fig. JOS. 




Der Linienzag abcde ist bestimmt durch die Wahl des 
Punktes a und der Richtungen der ersten beiden Seitenkräfte 
7 und IL Bei zweckmärsiger Wahl dieser BestimmnngsstQcke ist 
e^ unter allen Umständen leicht zu erreichen, dafs die der gegebenen 
Kräftegrappe gleichwertigen, sie völlig ersetzenden Kräfte / und V 
in ihren Eichtungslinien sich in einem auf die Zeichentafel fallenden 
Funkte !■ schneiden. Setzt man sie hier zu ihrer Mittelkraft B 
zusammen, so ist diese zugleich die Mittelkraft der g^ebenen 
Kräftegruppe. Kehrt man sie um, so hält sie der gegebenen Kräfte- 
gruppe das Gleichgewicht, und diese Wirkung kommt auch zu 
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stände, wenn man die Kräfte, statt an einem Körper, an einem die 
Pankte a, &, c, d, e verbindenden Seile angreifen Iftist. Der 
Linienzug ab c d e verdient danach wieder die Bezeichnung 
Seileck. 

Bei dem hier gewfiblten Bichtungssinn der Kräfte K^, K^ o. s. w. 
streben diese die Eckpunkte a, h, c, d, e des Seilecks voneinander 
zu entfernen, die Seilecksseiten zu zerreiben. — Kehrt man den 
Bichtungssinn der gegebenen Kräfte um, so bleibt der Linienzug 
ab cde derselbe. Jetzt aber streben die Kräfte , die Punkte 
a, b, c, d, e einander zu nähern, die Seilecksseiten zu zerdrücken. 
Demgegenüber können die Punkte nicht mehr durch ein Seil, sondern 
nur durch steife, in den Punkten a, b, c, d, e durch Gelenke mit- 
einander verbundene Stangen in ihrer Lage erhalten werden. Für 
diesen Fall würde daher die Bezeichnung Gelenkvieleck zutreffender 
sein, doch hat sich der Name Seileck auch für beliebige Kraft- 
richtungen eingebürgert. Die materiell gedachten Seilecksseiten 
baben dabei allgemein den Zweck zu erfüllen, die Eckpunkte in 
unveränderlichen Entfernungen voneinander zu erhalten. 

Die unmittelbare Zeichnung des Seilecks zwecks Zusammen- 
setzung der gegebenen Kräftegruppe zu ihrer Mittelkraft erfordert 
die Zerlegung der Kräfte K^ , K2 u. s. w. in den Punkten a^b,c und d 
nicht; sie ist hier nur geschehen, um das Wesen der Methode um 
so klarer hervortreten zu lassen. Bei Anwendung derselben führt 
man die Zerlegung bequemer in einer Hül&figur 105 a aus. Durch 
Parallelverschiebung werden die Kräfte zu einem ununterbrochenen 
Linienzuge dem Krafteck 1, 2, 3, 4, 5 vereinigt. Zieht man jetzt 
durch die Endpunkte 1 und 2 der Kraft K^ in geeigneten Bichtungen 
die Linien 1-0 und 0-2, so kann man diese als die Seitenkräfte 
I und II der Kraft K^ ansehen. Verbindet man weiter den Punkt 
mit 3, so stellen die Linien 2-0 = — // und 0-3 = /// die 
Seitenkräfte der Kraft K2 u. s. w. dar. In den Linien 0-2 und 2-0, 
0-3 und 3-0 u. s. w. erhält man die in den Seilecksseiten ab^ 
hcn.8. w. sich aufhebenden Kräfte II und — //, III und — III u. s. w. 
Die Linien 1-0 und 0-5 drücken die allein zurückbleibenden, der 
gegebenen Kräftegruppe gleichwertigen Hülfskräfte / und V aus. 
Ihre Mittelkraft 1-5 = i2, die Schlufslinie des Kraftecks, ist auch 
die Mittelkraft der gegebenen Kräftegruppe. Den Punkt nennt 
man den Pol des Kraftecks, die Linien 0-1, 0-2 u. s. w. die Pol- 
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strahlen; sie stellen, wie bemerkt, in ihrer Richtung und Grörse die 
Httlfskrafte (Seilkräfte) /, // u. s. w. dar. 

Durch die Wahl der Richtungen der ersten beiden Seitenkräfte 
I und // ergab sich im Schnittpunkt beider der Pol . Durch 
eine geeignete Wahl des Poles wird umgekehrt Richtung und 
Gröfse sämtlicher Polstrahlen bezw. Hülfskräfte /, //, /// u. s. w. 
festgelegt. 

Die unmittelbare Anwendung der Methode ge- 
staltet sich danach einfach wie folgt: 

Man zeichnet das Krafteck 1-2-3-4-5 und erhält 
in der Schlufslinie 1-5 desselben die Mittelkraft R 
nach GrOfse und Richtung. Zur Bestimmung ihrer 
Lage zeichnet man das Seileck, indem man einen ge- 
eigneten Pol wählt, die Polstrahlen /bis Fzeichnet 
und von irgend einem Punkte a einer der Kraftlinien, 
z. B. Kl ausgehend, die Seilecksseite / parallel dem 
Polstrahl /, die Seilecksseite // parallel dem Pol- 
strahl II bis zum Schnittpunkte a mit K^ u. s. w. alle 
Seilecksseiten parallel den zugehörigen Polstrahlen 
zieht. Durch den Schnittpunkt e der ersten und letzten 
Seilecksseite /und Fgeht die Mittelkraft, und damit 
ist auch ihre Lage bestimmt. 

Das einmal gezeichnete Krafteck und Seileck setzen uns ohne 
weiteres auch in die Lage, für einzelne Kräfte der Gesamtgruppe 
die Mittelkraft zu bestimmen. Beispielsweise ist die Mittelkraft 
der Kräfte K^ und K^ nach Richtung und Gröfse gleich der 
Linie 2-4 bestimmt. Der Lage nach mufs sie durch den Schnitt- 
punkt der die Kräfte K^ und K^ einschliefsenden Seilecksseiten // 
und IV gehen. 

Bei Anwendung des vorstehend beschriebenen Verfahrens er- 
scheinen die Kräfte in ihrer Lage (im Seileck) nur in ihren 
Richtungslinien, im Krafteck dagegen nach Richtung und Gröfse. 

Parallelkräfte. 

Das vorbeschriebene Verfahren läfst sich ohne weiteres auch 
auf Parallelkräfte anwenden. Das Krafteck nimmt in diesem Falle 
die Form einer geraden Linie an. Haben alle Kräfte gleichen 
Richtungssinn, so reihen sie sich in derselben Richtung aneinander 
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und die Schlafslinie des Kraftecks, die Mittelkraft, stellt sich als 
Summe der EinzelkrSfte dar. (Fig. 106 n. 106 a.) 

Fig. 106. 
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Haben die Kräfte teils entgegengesetzten Bichtungssinn (Fig. 107 
and 107a), so decken sie sich im Krafteck teilweise; die Beiträge 
der Einzelkräfte zur Mittelkraft fallen z. T. negativ aas. In der 
Fig. 107 a ist beispielsweise die Kraft K^ , im Krafteck darch die 
Strecke 1-2 dargestellt, abwärts, die Kraft K^ durch die Strecke 2-3 



Fig. 107. 



Fig. 107 a. 
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dargestellt aufwärts gerichtet. Die Mittelkraft beider, die Strecke 1-3, 
ist gleich ihrer Differenz. Die abwärts gerichteten Kräfte K^ und K^ 
reihen sich in den Strecken 3-4 und 4-5 an und die Schlufs- 



Zveite Abteilung'. MechaniL starrer Körper. 

liDie 1-5 ist die Mittelkraft der ganien Gruppe. Bei der ZeiohnnDg 
des Seilecfcs Fig. 107 ist aaf die Reihenfolge der Folstrahlen zu 
achten. Der bessern Übersicht wegen empfiehlt es sich, die die 
einzelnen Kraflstrecken im Erafteck b^enzenden Punkte und die 
zngehCrigeQ Polstrahlen mit entsprechenden arabischen und römischen 
Ziffern zu bezeichnen. Znr Zeidinong des Seilecks wählt man einen 
Pol 0, zieht die Polstrahlen and parallel denselben in entsprechender 
Reihenfolge die Seilecksseiten. Durch den Schnittpunkt e der ftufsern, 
d. h. der ersten und letzten Seilecksseite 7 und IV, ist die Mittel- 
kraft E festgelegt. 



Zwei Parallelkr&fte von entgegengesetztem 
Bichtnngssinn — Er&ftepaar. 
Besondere Aufmerksamkeit verdient das Ergebnis der Zusammen- 
setzung zweier Parallelkräfte. Das in Torbeschriebener Weise zn 
den Kräften gezeichnete Kraft- nnd Seileck ist in Fig. 108 n. 108 a 
dargestellt. Die Schlnfslinie 1-3 des Eraftecks, die Differenz der 

Fig. 108. 
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Kräfte A'i nnd A', ist ihre Mittelkraft. Der Schnittpunkt e der 
äufseren, die ErSfte einschliefsenden Seilecksseiten / und III. durch 
welchen die Lage der Mittelkraft E bestimmt ist, liegt anf der 
Seite dei' gröfseren Eraft K^ . Denken wir uns K2 allmählich gröfser 
nnd endlich gleich K, werdend, so nähert sich im Erafteck der 
Punkt 3 allmählich dem Punkte 1 nnd fällt endlich mit 1 zusammen; 
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ebenso der Polstrahl 0-3 mit 0-1. Die Schlafslinie 1-3, die 
Mittelkraft, wird 0, die äafseren Seilecksseiten / and /// werden 
parallel, ihr Schnittpunkt e rückt in anendliche Ferne and mit ihnen 
die Mittelkraft. In diesem Grenzfalle, gekennzeichnet darch eine 
Mittelkraft jB = in unendlicher Feme, nennen wir die beiden 
Kräfte ein „Eräftepaar*^. Die mechanischen Eigent&mlichkeiten 
eines solchen werden weiter unten erörtert werden. 

Lassen wir £2 noch weiter wachsen und gröfser werden als K^ t 
so rückt der Punkt 3 im Erafteck über 1 hinaus nach 3', die 
Mittelkraft 1-3 wechselt ihr Vorzeichen, der Schnittpunkt e der 
Seilecksseiten / und /// bewegt sich durch die Unendlichkeit und 
tritt auf die rechte Seite der Eraft K^^ der nun gröfseren beider 
Kräfte. Die Mittelkraft zweier Parallelkräfte entgegengesetzten 
Bichtungssinnes liegt also stets aufserhalb beider Eräfte und zwar 
auf der Seite der gröfseren derselben. 

b) Rechnerisches (analytisches) Verfahren. 

Eräfte verschiedener Richtung. 

Wir beziehen die gegebene Eräftegruppe [auf ein rechtwinkliges 
Eoordinatensystem (Fig. 109). Die Lage der Einzelkräfte K^ , K^ 
u. s. w. sei gegeben durch die „. -^q 

Neigungswinkel aj , ol^ u. s. w., 
welche ihre Bichtungslinien mit 
der JT-Axe einschliefsen und jr I B 

durch die senkrechten Abstände 'V^ « ' / - 



?i , ^2 ^- s. w. dieser Bichtungs- * ^ .y. 

Unie vom Eoordinaten-NuU- ,</'! "i 

punkte. Um zunächst die .-^'^^ a^T^I"- ""- / 

Richtung und Gröfse der ge- J^k^.^X — -/- 

suchten Mittelkraft B zu er- / \ 7i ^^ / 

halten, denken wir uns die / "%/ [ y 

Einzelkräfte -ST], K.2 u. s. w. 1 / 

in Seitenkräfte X^, X^ u.s.w. | 
parallel zur JT- Achse und 
Fl, Y^ a. s. w. parallel zur Y-Achse zerlegt, so dafs 

JTi = Kx cos a, X^ = K2 cos «2 u s. w. und 
F, = Kl sin a, Y2 == K^ sin ao u. s. w. wird. 




f^i^ 
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Ist dann JC die Mittelkraft der horizontalen nnd T diejenige 
der vertikalen Seitenkräfte, so mufs sein 

X=Xi + JTg +...== Äi cos ttj + Äj cos 02 + ... = HKcos a 
und F= Yi+ Y2+ • • •= -^1 sin«! +ÄjSinot2 + . . . = 2'Z"sina. 

Die Mittelkraft B der zueinander senkrechten Kräfte J^ und T 
ist zugleich die Mittelkraft der gegebenen Kräftegruppe. Ihrer 
Gröfse nach ergibt sich dieselbe zu 

nnd für ihren Richtungswinkel q> gegen die ^- Achse gilt die 

Gleichung 

, 2'Ä'sina 

Es bleibt die Lage von B zu bestimmen. Dieses soll mit 
Hülfe des Satzes von den statischen Momenten geschehen. Ist r der 
senkrechte Abstand der Mittelkraft B vom Koordinaten-Nullpunkte, 
so mufs in Bezug auf diesen als Drehpunkt die Momentengleichung 
bestehen 
5) B'r=Kyl^ + K<^1^ — K^l^ + K^l^ + . . . ^IKI 

und daraus 

^ ''"" B /"(l'Zcös a)2 + (i^^sin af 

Die Mittelkraft B mufs also ihrer Lage nach einen Kreis vom 
Radius r, um beschrieben, berühren. Diese Berührung kann, 
nachdem die Sichtung von B oben bereits festgelegt ist, in zwei 
Punkten geschehen. Welche von beiden Tangentenlagen die richtige 
ist, darüber entscheidet das Vorzeichen von I Kl m Gleichung 5. 
Ist ZK' l positiv, üben also die Kräfte K^ , Ä2 u. s. w. insgesamt 
ein rechtsherum gerichtetes Drehbestreben in Bezug auf den Punkt 
aus, so mufs auch das Drehbestreben von B rechtsherum gerichtet 
sein; die obere Tangentenlage stellt die Lage von B dar und 
umgekehrt. Ist 2 Kl = und 12 > 0, so wird nach Gleichung 6 
r==0, die Mittelkraft geht durch 0. Ist dagegen B=0, aber 
ZKl > 0, so ist r = 00; die Gleichung 5 nimmt die Form an 
• 00 = IKL Die Kräftegruppe hat die Wirkung eines Kräftepaares. 
Der mechanische Wert der Kräftegruppe besteht in diesem Falle 
lediglich in einem Drehmoment. Wird gleichzeitig 

B = V{l'Kcos a)2 + {ZK sin a)2 = 



4. Züsammensetzang beliebiger Kräfte in einer Ebene. 



111 



und 2'jK'Z = 0, so verschwindet auch das Moment und die Krafte- 
grappe hat keinerlei mechanische Wirkung auf den Körper, die 
Kräfte stehen miteinander im Gleichgewicht. Damit aber R = 
sei, mufs UKcos a = und HKsiu a = sein. 

Die allgemeinen Bedingungen für das Gleichgewicht von Kräften 
in einer Ebene lauten also: 

2^^cos a = 0, 2'^sin a = 0, 2' JT- Z = 0, 

oder, wenn die Jl- Achse wagerecht, die F- Achse lotrecht ange- 
nommen wird, in Worten: 

Die algebraischen Summen aller wagerechten und 
aller lotrechten Seitenkräfte je für sich genommen 
und die algebraische Summe aller Momente der Kräfte- 
gruppe in Bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene 
müssen Null sein. 



Fig. 110. 
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Parallelkräfte. 

Es soll jetzt eine beliebige 
Anzahl von Parallelkräften Ki^ 
Kc2, K^ u. s. w. verschiedenen 
Bichtungssinnes (verschiedener 
Pfeilrichtang) zu ihrer Mittel- 
kraft vereinigt werden. (Fig. 1 10). 

Die Gröfse der Mittelkraft 
R ist nach den bezüglichen 
Ausführungen unter a gleich 
der algebraischen Summe der 
Kräfte und ihre Richtung pa- 
rallel denselben. 

1) R = Kl + K^ — .^3 -}- . . . = 2 jRT. 

Die Lage von R ergibt sich aus dem Satz der Drehmomente. 
Beziehen wir die diesem Satze entsprechende Momentengleichung, 
welche für jeden Punkt der Kraftebene gültig ist, der Einfachheit 
und Übersichtlichkeit halber auf einen der Bichtungslinie einer der 
Kräfte z. B. Ki angehörigen Punkt A als Drehpunkt und bezeichnen 
den noch unbekannten senkrechten Abstand der Mittelkraft R von 
A üjit ,r , siehe Fig. 109, so folgt 

2) R'a^ = KiO + K2lo'-Ksk + . . . =IK'1 
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und daraus weiterhin 

3) ..33 



Kl 



X=' 



K^ + K^ — K^ + . . . 21* K 

Je nach dem Vorzeichen von IK'I und I-K fiUlt x positiv 
oder negativ aus; liegt also 12 rechts oder links vom angenommenen 
Drehpunkte A, 

Eine völlige ümkehrung des Bichtungssinnes der Kräfte, mit 
welcher eine gleichzeitige ümkehrung des Drehsinnes der Einzelkräfte 
verknüpft ist, würde den Abstand x und also die Lage der Mittel- 
kraft nicht ändern, sondern nur ihren Bichtungssinn umkehren. 

Für einen Drehpunkt auf der Bichtung von R würde X = 
und folglich auch i2-a? = 2'Ä'-Z = 0, d. h. die Kräfte halten sich 
also in Bezug auf einen solchen Punkt das Drehungsgleichgewicht. 



Beispiel : Für Ky^ = 300 kg, Zg = 200 

l^ = 1,0 m^ ig = 1,6 m wird 

300 • + 200 . 1.0— 100 • I.fi + 60 



kg, J^s 



100 kg und 



X 



300 + 200 — 100 +400 

Für 1.2 == 0,6 m und im übrigen dieselben Werte wird 

— 50 



= + 0,185 



m 



X = 



400 



•= 0,126 



m 



VerscHwinden die Kräfte bis auf zwei gleich gerichtete Ki und 



JKj, deren Entfernung l sei (Fig. 111), 
so gehen die Gleichungen 1 und 3 
über in 



4) 

5) 



(> 






und 



< X- 



X = 



^1+^2' 



Da der Quotient 



K^ 



Fig 111. 
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K, +K^ 

bei der Gleichsinnigkeit von K^ 

und K2 stets positiv und kleiner als eins sein mufs, so ist x stets 

positiv und kleiner als Z, d. h. die Mittelkraft zweier gleichsinniger 

Parallelkräfte liegt stets zwischen denselben. Für K^^K^ ist 

1 * IC l 

^ SiTf d. h. die Mittelkraft liegt näher der gröfseren 



Kl + K2 2 

Seitenkraft und in der Mitte beider, wenn sie einander gleich sind. 
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Kehrt die Kraft K^ ibren Bichtangssinn um (Fig. 112j, so wird 



6) 

7) 



n 



x = 



1^1 — -ÄiJ» 



Fig. 112. 
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Ist dabei Ki>-K2, so wird x negativ, 
d. h. die Mittelkraft B liegt aurserhalb 
beider Kräfte und zwar auf der Seite der 
gröfseren. JR ist gleichsinnig mit Ki . 

Ist K2> Kl, so wird nach Glei- 
chung 6 M negativ, und gleichsinnig mit K2 und nach Gleichung 7 



K 



X = 



— (-^2 — ^1) -^2 — ^\ 



Da 



üTo 



positiv und grörser als eins, so mufs x stets positiv 



Jf*2 — Kl 

und grOfser als l sein, d. h. auch in diesem Falle liegt die Mittelkraft 
R aufserhalb beider Kräfte und wiederum auf der Seite der gröfseren. 
Denkt man sich den Fall K^ >> K^ durch allmähliches Wachsen, 
von K2 in den Fall K^'^ K^ übergehend, so wird in dem Mafse 
als K2 sich der Gröfse von K^ nähert, x im negativen Sinne immer 
grOfser und die Mittelkraft R== K^ — K^ rückt nach links in immer 
größere Ferne. 

Für Kl = K2 wird nach den Gleichungen 6 und 7 

12 = 0, 0? = + 00; 

beide Kräfte bilden ein Kräftepaar. Sobald K^ nur um ein 
Geringes gröfser wird als iT^, rückt R auf die rechte Seite der 
Kräfte, bewegt sich also durch die Unendlichkeit (Vergl. S. 109.) 

Für den Grenzfall Ki = K^ folgt 
aus Gleichung 7 

(^1 — ^2)^ = 0-00 = ^2?. 

Die Mittelkraft i2 == am Hebel- 
arm x = oo hat also das bestimnate 
endliche Moment K^L Das gleiche 
Moment hat das Kräftepaar in Bezug 
auf jeden Drehpunkt der Ebene, z. B. in 
Bezug auf den Punkt A (Fig. 113) 

M^K'{a + l) — K'a=^Ka. 

Keck, Mechanik I. . o 



Fig. 113. 
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Jedes Kräftepaar hat also eine Mittelkraft = , and der einzige 
mechanische Wert desselben ist sein Moment K'l. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der Wirkung eines Kräflepaares 
und derjenigen anderer Parallelkräfte besteht darin, dafs ein Eräftepaar, weil 
es keine in der Endlichkeit liegende Mittelkraft hat, auch durch keine in der 
Endlichkeit liegende Kraft im Gleichgewicht gehalten werden kann. 

Beispiel: Ein etwa stabförmiger Körper (Fig. 114) werde wie skizziert 

von Kräften K^ = 150 kg und K^ = 100 kg ergriffen. Die Mittelkraft beider 

ist dann B = 150 — 100 = 50 kg und 

deren Lage im Abstände ^^&* ^^^- 

100. 1.0 , -R'SÜKg. 

X = — 50— = 2,0 ™ f K^-lOOEg. 

links von A zu finden. Eine hier im j 
Punkte G angebrachte Kraft — 50 kg j 
hält die Kräfte K^ und K^ im Gleich- ( f- r^ - " ^ 



m 



gewicht. Wird der Körper in 0, wenn U-X'20^ 4* 10 

auch nur drehbar, festgehalten, so bleibt j 

er in Buhe. Die Momente der Kräfte K^ j 

und K^ heben sich in Bezug auf C als ^ j^ -150 Ka 

Drehpunkt auf (— 2 • 150 + 3 • 100 = 0) E'SOKg. '' 

und C hat einen Widerstand von — 50 kg 

zu leisten. Für J^^ = £} = 100 kg rückt B in unendliche Feme und wird gleich 

Null. Hält man den Körper jetzt in Ooder in irgend einem andern im Endlichen 

liegenden Punkte lediglich drehbar fest, so üben die Kräfte K^ und K^ ein 

Moment — 2 • 100 + 3 • 100 = 100 mkg auf ihn aus und werden ihm daher 

eine Drehbewegung mitteilen. Gleichgewicht ist nicht möglich, x 



5. Zerlegung einer Kraft in Seitenicräfte. 

Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkräfte. 

Die Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkräfte von gegebenen 
Bichtnngslinien ist nar möglich, wenn der Schnittpunkt dieser letzteren 
auf die Bichtungslinie der zu zerlegenden Kraft fällt, denn andern- 
falls würde die Mittelkraft der gesuchten Seitenkräfte ihrer Lage 
nach nicht mit der gegebenen Kraft zusammenfallen, ihr also nicht 
gleichwertig sein können. Der Fall, wo die Bichtungslinien der 
gesuchten Seitenkräfte der gegebenen Kraft nicht parallel sind, ist 
bereits unter Ziffer 6 Seite 39 behandelt. Hier bleibt noch die 
Zerlegung einer Kraft in zwei parallele Seitenkräfte nachzuholen. 
Dies möge zunächst auf zeichnerischem Wege geschehen. 
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Oegeben seien die Kraft K und die ßichtangslinien m m and n n 
(Fig. 115 und 115 a) ihrer gesachten Seitenkr&fte. Man denke sich die 
zu zerlegende Kraft K 

als Schlufslinie 1-3 ^^' ^^'^' ^''«' ^^^*- 

eines Kraftecks, wähle 
einen Pol und ziehe 
die Polstrahlen 0-1 u. 
0-3 und durch einen 
beliebigen Punkt a der 
gegebenen Kraft K K\f 
Parallelen I und III 
dazu, so können diese 
als die die gesuchten 
Kräfte einschliefsen- 
den Seilecksseiten an- 
gesehen werden. Die mittlere Seite des Seilecks ergibt sich in der Ver- 
bindungslinie der Schnittpunkte h xmi c der Seiten I und III mit 
den gegebenen Kraftlinien mm und nn. Eine Parallele dazu durch 
den Pol im Krafteck ergibt den zugehörigen Polstrahl 0-2, und 
in den Strecken 1-2 und 2-3 findet man die gesuchten Seitenkräfte. 
Ihre Zusammensetzung führt wieder auf die Mittelkraft K. 

Liegen die ßichtungslinien der gesuchten Seitenkräfte auf der- 
selben Seite der zu 

Fig. 116. 
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Fig. 116 a. 
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zerlegenden Kraft, so 
bleibt die Konstruk- 
tion grundsätzlich die- 
selbe. (Fig. 116 und jjr t--' / i '" >0 
116 a.) Der Teilpunkt .\ /n 
2 fällt dann aufser- a< \ / \ k, 
halb der Strecke 1-3. 
Die K am nächsten 
gelegene Seitenkraft j 
-STi = 1 - 2 ist dann 
gröfser als K und 
K2 = 2-3 zeigt ent- 
gegengesetzten Eichtungssinn K=^K^— K^* 

ßechnerisch gestaltet sich die Zerlegung wie folgt: In Bezug 
auf irgend einen Drehpunkt mufs die Summe der Momente der 

8* 
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Fig. 117. 
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gesachten Kräfte gleich dem Moment der gegebenen Kraft K sein. 
Wählt m>n einen Fnnkt A anf der Bicbtangalinia mm (Fig. 117), 
so ergibt sich die Momentengleichnng 

Ä, ■ (a + 6) = Ä"- o 
und daraiis 

Zufolge Z, + E, — X ist 

' . * a-^b a -f-o 

Liegen die gegebenen Richtungs- 
Hnien auf derselben Seite von K 
(Fig. 118), so lantet die Momentengleichnng 
Ki{b — a) = — K-a und daraus J 

Ä'^2 inrd also negativ, nimmt 
entgegengesetzte Richtung an. 
Daher wird 

K-a b-K 



K^ = K-\-K2-- 



Da 6 > a 



so folgt wieder 



E]' 



fieisjüel: Eio auf zwei Stützen A und B ruhender Balken trägt die 
Vertikallasten K^, K^ und E^. Mit welchen Kräften A und B drückt er anf 
die Stützen (Auflager) A und Bf 

Man setzt, leichneriEch oder rechnerisch, die Lasten £, , K^ nad K^ 
in ihrer Mittelkraft B zvaamiuen und zerlegt diese nach den Richtungen der 
Auflager- Vertikalen ntm und nn. 

a) Zeichnerische Lösung: Die OrSrse von B wird in bekannter 
Weise !l1s Schlurslinie 1^4 des Ersftecks Fig. 119a erhalten, und der Lage 
nach gtht JJ durch den Schnittpunkt e der änfseren Seileckaseiten I und IV. 
Verbiudüt man die Schnittpunkte d and f der letzteren und der Stütz vertükalen 
mm nnd nn miteinander und zieht iic Krafteck 0-5 |{ df, dann ist 1-5 ^=- A 
und 5-4 ^ JB. Die in die Gichtnng der Stütz vertikalen mm und nn fallenden 
SeitenhrSfle von S sind völlig gleichwirkend mit den Lasten K^, K^ und Ä", . 
A und B stellen also die Kräfte dar, mit welchen der Balken auf seine Stütien 
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drückt. Nach dem Grundsatz von der Wirkung und Gegenwirkung geben die 

Stützen A und B 

Fig. 119. 



entgegengesetzte 
gleiche Kräfte —Ä 
und —B zurttck und 
diese halten den 
Lasten K^ , JT^ u. s. w. 
das Gleichgewicht. 

b) Rechne- 
rische Lösung 
(Fig. 120): Wie be- 
kannt, ist die Mittel- 
kraft B=K^ + K^ 
-}- Zg und ihr Ab- 
stand X von J3, letz- 
teren Punkt als Dreh- 
punkt angenommen, 



Fig. 119 a. 
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Für die Zerlegung nach den Stützvertikalen fnm und nn gilt in Bezug auf jB 

und, für j; und B 



die Momentengleichung ^ Z = i2 • o; , woraus A = 
obige Werte eingesetzt 



l 



A JT J_ IT _l_ JT (-^1 ^1 + -^2 ^2 4- -K3 ? a) IT^ ?t + -Kg ^» 4" -Ks ^3 
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Fig. 120. 
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Überlegt man, dafs die aufwärts ge- 
richteten Kräfte A und B den Lasten ge- 
genüber Gleichgewicht herstellen und mit 
ihnen zusammen in Bezug auf irgend einen 
Drehpunkt die Momenteusumme Null lie- 
fern müssen, so ergibt sich für B als Dreh- 
punkt die Momentengleichung AI — K^\ 
— K2I2 — -Kj h = und daraus, wie oben 

"*- 1 • 

Der letztere Weg zur rechnerischen 
Lösung ist der kürzere und daher übliche. 
Die Kraft B findet man ebenso, wenn man A als Drehpuukt aniummt. 
A schon bekannt, findet man kürzer aus der Gleichung 

A -\- B = Kl -\~ K2 -f- K^ 
B=^Ki + K, + K,^A. 
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Zerlegung einer Kraft in drei Seitenkräfte. 
Die Zerlegung einer Kraft nach drei in ihren Sichlnngslinien 
gegebene Seitenkräfte ist nur möglich, bezw. hat nur einen her 
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stimmten Sinn, wenn di« drei Riditnngslinien keinen gemeinsamen 
Scbnittpuakt baben. Die Wahrheit dieser Behanptang ergibt sich ans 
folgender Überlegung: Durch einen gemeinsamen Schnittpunkt der 
drei gesuchten B>äfte Ky, K^ and K^ au&erhalb der Bichtong von 
K mülste auch deren Mittelkraft gehen und könnte sich daher nicht 
mit K decken. Schneiden sich die drei Richtungslinien &uf der 
Kicbtung von K, Bo ist, wie leicht ersichtlich, die Aufgabe unbe- 
stimmt, es sind unendlich viele Lösungen mfiglicb. 

lät obige Bedingung erfDllt, so gestaltet sich die LOsnng 
wie folgt: 

a) Zeichnerische Lösnng. ri-r,, r^-r^, r^-rs Fig. 121 seien 
die gegebenen Bichtnngslinien. Wir bringen eine derselben, 
7.. B. r, -r| zum Schnitt mit der Richtung von K und verbinden 



Fig. 121. 



Fig. 121 ft. 
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den Schnittpunkt a mit dem Schnittpunkt h der beiden anderen 
Kichtungslinien, dann mnfs die Mittelkrall S der in letztere 
Kicbtangen eilenden Seitenki'Sfte Ä"; und K^ in die Richtung ah 
fallen, denn sie mnfs zusammen mit K^ die Mittelkraft K liefern. 
Zerlegt man nnn f in a nach den Richtungen T^-r^ und ah in 
die Scitenkr&fte K^ und S, letztere im Punkte h in die Seitenkräfte 
K^ iinil ^3, so sind .K,, K^ und .^3 die gesuchten Kräfte, denn 
ihre Mittelkraft wird wieder K. 

Die Zerlegung geschiebt zweckmäfsig in einem besonderen 
Krafteck, Fig. 121 a, indem man zunächst K nach Richtung und Öröfse 
aufträgt, durch deren Endpunkte 1 und 4 die Linien 1-2 I| r,ri und 
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2-4 iab und ferner durch die Pankte 2 und 4 die Linien 2-3 || r^rs 
und 3-4: \\r^r^ zieht. 

b) Becbnerische Lösung. Die rechnerische Lösung stfltzt 
sich wieder auf den 



Fig. 122. 



Satz von den sta- 
tischen Momenten. 
Wir wählen den 
Schnittpunkt zweier 
gegebenen Bichtungs- 
linien, z. B. b als 
Drehpunkt, Fig. 122. 
Es entsteht dann eine 
Momentengleichung, 
in welcher nur eine 
der gesuchten Seiten- 
kräfte Kl vofkommt. 

K'l = Ki*li 
und daraus 

_K-l 

Ai — -y— . 

Wählt man nun weiterhin c und ein drittes Mal d als Dreh- 
punkt, so berechnen sich in gleicher Weise die Seitenkräfte K2 
und ^3. 

Beispiel: Eine Scheibe ab cd wird, wie ans Fig 123 ersichtlich,? in 
ihrer Ebene Ton Parallelkräften J., K^ nnd K2 ergriffen. In den Punkten 

, Fig. 123. 
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Fig. 123 a. 
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c nnd d sind in den angegebenen Richtungen Stäbe ce, c/* und dg drehbar 
befestigt. Es sind die in den Mittellinien dieser Stäbe anzubringenden Kräfte 
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0, D nnd ü zu bestimmen, welche den gegebenen Kräften das Gleich^ 
gewicht halten. 

Mit Hülfe eines Kraft- nnd Seilecks, Fig. 123 und r23a, werden zunächst 
in bekannnter Weise Gröfse, Richtung und Lage der Mittelkraft It der Kräfte 
J., £i nnd K.^ bestimmt. Die Bedingung des Gleichgewichts zwischen A^ K^ 
und JTg und 0, D und U erfordert, dafs die Mittelkraft der letzteren Kräfte 
deijenigen der erstgenannten entgegengesetzt gleich ist und mit ihr in eine gerade 
Linie fällt. Kehrt man also B um, so mufs — It gleichwertig 0, 2) und ü sein. 
Im Krafteck wird —B durch die Strecke 4-1 ausgedruckt. Verlängert mai^ 
nun gd bis n» zieht nc und im Krafteck durch 4 und 1 4-5 || dg 1-5 || nc^ 
ferner durch 1 und 5 5-6 || ce und 1-6||c5f, so sind 4-5= CT, 5-6==0 
und 6-1 = 2) die gesuchten Kräfte. 

Bechnerisch gestaltet sich die Lösung wie folgt: 

Da die Kräfte A^ K^ und K.^ bezw. deren Mittelkraft B mit den ge- 
suchten 0, 2) und U im Gleichgewicht stehen sollen, so müssen sie in Bezug 
auf irgend einen Drehpunkt, z. B. c die Momentensumme Null aufweisen. In 
der Momentengleichung kommt dann nur U als Unbekannte vor und es ergibt 
sich — CT. ?! -I- Ä . ri = — CT- 7, + u4 . 3 >l — Z, . 2 >l — ICj . >l = und daraus 

^^_ BrT^Ä^^X — K^'iX — K^'k 

Ci li 

Wählt man ferner f und g als Drehpunkt, so ergibt sich in gleicher 
Weise 2) und 0. 

Dk + Br^^O 2) = -^^ 

*2 



O'l^ + B'r^ = = — 



Br, 
h 



Die negativen Vorzeichen von 2) und deuten an, dafs der in der 
Figur vorläufig angenommene Eichtungssinn der Kräfte 2) und in Wirklich- 
keit entgegengesetzt zu nehmen ist. 



6. Zeichnerische Ermittelung des Momentes einer 
beliebigen Kräftegruppe in einer Ebene. 

Nach dem Satz der statischen Momente ist, wenn Mb das 
Moment der Mittelkraft einer gegebenen Eräftegruppe Ki K^ u. s. w. 
und 2Mk die algebraische Summe der Momente dieser Einzelkräfte 
in Bezug auf irgend einen Punkt der Ebene bezeichnet 

1) Mb = 2Mk. 

Ist nun zu der Kräftegruppe (Fig. 124) ein Krafteck 1-2-3-4-5 
und unter Annahme eines beliebigen Poles ein Seileck abcde ge- 
zeichnet und dadurch die Mittelkraft B nach Gröfse, Richtung und 
Lage bekannt geworden, so ist in Bezug auf A als Drdipunkt 

2) MB^Rr. 
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Ziehen wir nun darch A eine Parallele zu R bis zn den Schnitt- 
punkten / und g mit den die Kräftegrappe einschliefsendeh Seilecks- 

Pig. 124. 
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Seiten I und V, so ist das entstehende Dreieck efg ähnlich dem 
Dreieck 1-0-5 und demnach, wenn man fg mit u bezeichnet 

— = T=, oder JB • r = Hu 
r Ja 

und unter Beachtung der Gleichung 1 

3) IMk^H'u. 

Daraus ergibt sich der Satz: 

Das statische Moment einer beliebigen Eräfte- 
gruppe in der Ebene ist gleich dem Produkte aus der 
Polweite H ihrer Mittelkraft (senkrechter Abstand 
des Poles von der Mittelkraft) und der Strecke, welche 
die äufseren, die Eräftegruppe einschliefsenden.Seil- 
ecksseiten auf einer durch den Drehpunkt zur Mittel- 
kraft gezogenen Parallelen abschneiden. 

Das Vorzeichen des Momentes läfst sich aus dem Drehungs- 
sinn der Mittelkraft leicht bestimmen. In Fig. 123 dreht JR rechts 
herum, das Moment ist also positiv zu nehmen. Die Strecke ti 
und folglich auch das Moment M= ^Mk nimmt mit dem Ab- 
stände r des Drehpunktes A von der Mittelkraft verhältnisgleich 
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ab und za. Fällt A auf die Bicbtang voa R, so wird u and somit 
ancfa J/ = 0. Bewegt sich A von der einen auf die andere Seite 
von R, so wechseln u nnd M ihre Vorzeichen. 

Besooders bequem gestaltet sich die Anwendung der ror- 
beschriebenen Regel bei Ermittelnng der Jfomente von Parallel- 
kräften, beispielsweise der sog. Angriffsmomente von Balken, weldie 
vertikale Lasten zu tragen haben. Fig. 124 stellt einen solchen anf 
zwei Stutzen A und B ruhend mit Lasten Ki , K2 und K3 dar. 
Das Erafteck und Seileck zu denselben werden in bekannter Webe 
gezeichnet und durch Ziehen der Linie 0-5 im Erafteck parallel 
zur Schlufsseite s des Seilecks die aufwärts gegen den Balken 
wirkenden Stfitzkräfte A und B gefunden. Letztere, mit den Lasten 
im Gleichgewicht stehend, erseheinen mit diesem gemeinsam in das 
Seileck ahcde eingeschlossen. In Bezug auf irgend einen Punkt 
der Mittellinie des Balkens flben die links von demselben angreifenden 
Kräfte A, Kl und K^ ein bestimmtes Drehmoment, das sog. Angriffe- 
moment ans. Die Gröfse desselben findet man nach Obigem, indem 
man durch C eine Vertikale zieht und die Strecke u, welche die 
die Kräfte einschliefsenden Seilecksseiten s und /// anf derselben 
absehneiden, mit der Polweito B multipliziert M=u-S. Es 
enipübhlt sich aus Beqaemlichkeitsrüeksichten fQr H eine runde 
Zahl zu wählen. Macht man H= 1, so wird M~ u. Das Mo- 
ment wird, wie auch der Drehpunkt C gewählt werden möge, wie 
leicht ersichtlich, immer rechts herumdrehend, also positiv sein. 
Die rechts von C wirkenden Eräfte ^3 und B fiben in Bezng anf 
den Funkt ein gleich grofses negatives Moment aus. Unter der 
Wiikung heider bleibt der Balken im Drebungsgleichgewicht 

Um die Momente der Einzelkräfte hervortreten zu lassen, 
bringen wir die Seilecksseiten / bis IV und s znm Schnitt mit tt 
und bezeichnen die entsprechenden Schnittpunkte mit 1', 2', 3', 4' 
und ö'. Die die einzelnen Kräfte A, K^ n. s. w. einschliefsenden 
Seilecksseiten « und I, I und II, II und /// n. s. w. schneiden 
dann auf tt die Strecke l'-5', l'-2', 2'-3' u. s. w. ab. Die Mo- 
mente der Einzelkräfte links von tt sind also unter Beachtung 
ihrer Vorzeichen 

J/^ = a■l-5, Mx,=- — II-2^-V, Jfi^ = — 3'-2'--H 
und ihre Summe 

.1f=J?(l'-5' — 2'-l' — 3'-2') = H-3i-5'-fl"-u. 
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Ebenso die Momente der Kräfte rechts von tt 

Jf = — 5^. 5'-4' + JET. 4'-3' = Ä(4'-3' — 5'-4') = — Ä«. 
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Fig. 125. 
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Fig. 125 a. 
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Je nach der Lage des Drehpunktes G ßlllt die Strecke u und 
somit auch das Angriffsmoment JlTverschieden grofs aus. Fällt G mit A 
zusammen, so wird u und Jf = . Bewegt sich G in der Bichtung 
von A nach B^ so nimmt sowohl u als Jf zunächst bis zu einem 
Gröfstwert zu, um dann wieder bis auf Null abzunehmen. 

Im Falle der Fig. 124 liegt Un^x in der Bichtungslinie der 
Kraft K^ und wird, wie leicht ersichtlich, immer mit der Bichtung 
einer der Kräfte zusammenfallen. Die Fläche abcde^ deren 
ümfangslinien in jeder Lage von G auf der Linie tt die Strecke u 
abschneiden, nennt man die der Belastung entsprechende Momenten- 
fläche des Balkens. 



7. Polaraxe zweier mit verschiedenen Polen zu einer 
Kräftegruppe bezeiclineter Seilecke. 

Die einander entsprechenden Seiten zweier mit verschiedenen 
Polen zu einer Kräftegruppe gezeichneten Seilecke schneiden sich 
auf einer Geraden, welche parallel ist zur Verbindungslinie beider 
Pole und welche die Polaraxe beider Seilecke genannt wird. Die 
Bichtigkeit dieses Satzes läfst sich wie folgt beweisen: 
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Die Linienzüge /, II, III, IV und J', //', i//', IV\ 
Fig. 126, seien zwei mit den Polen und 0' (Fig. 126 a), zu den 
Kräften K^, K^, K^ u. s. w. gezeichnete Seilecke. Denken wir uns 

Fig. 126. 




Fig 126 a. 




eine der Kräfte, beispielsweise K^ in ihrer Bichtungslinie im 
Punkte / aufwärts und im Punkte /' als — K^ abwärts wirkend, 
so stehen K^ und — K^ miteinander im Gleichgewicht. Ersetzen 
wir beide durch ihre Seitenkräfte in den Richtungen der sie ein- 
schliefsenden Seilecksseiten // und III bezw. IF und IIF ^ so 
müssen auch diese vier Kräfte miteinander im Gleichgewicht stehen. 
Im Krafteck erscheinen die Seitenkräfte II und III der Kraft K^ 
(Strecke 2-3) in den Polstrahlen 2-0 und 0-3 und die Seiten- 
kräfte ir und Iir der Kraft — K^ (Strecke 3-2) in den Pol- 
strahlen 3-0' und 0'-2. . Vereinigen wir nun die Seitenkräfte 
II und ir im Schnittpunkte h und ebenso III und IIF im 
Schnittpunkte c ihrer Eichtungslinien je zu einer Mittelkraft P, so 
müssen auch diese miteinander im Gleichgewicht stehen, d. h., 
einander entgegengesetzt gleich sein und in derselben geraden Linie 
(Jbc) liegen. Im Krafteck wird die Mittelkraft von II und IF 
ausgedrückt durch die Linie 0-0' = P und die Mittelkraft von III 
und III\ ebenso durch die Linie 0'-0=— P. Die Linie hc, 
Fig. 126, mufs also parallel sein der Verbindungslinie 0-0' beider 
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» 

Pole (Fig. 126a). In vöUig gleicher Weise läfst sich beweisen, 
dafs auch die Linien ab und cd parallel 0-0' sein und dafs also 
die Schnittpunkte a, b, c und d der einander entsprechenden 
Seilecksseiten I und /', II und IT u. s. w. in der geraden Linie ab cd 
liegen müssen. 



8. Graphische Merkmale für das Gleichgewicht einer 

Kräftegruppe. 

Wie weiter oben bereits dargelegt, ist das Gleichgewicht, d. h., 
die gegenseitige Aufhebung einer Gruppe von Kräften in einer 
Ebene bedingt dadurch, daä gleichzeitig die Mittelkraft R der 
Kräftegruppe und die Summe der Momente aller Einzelkräfte, oder 
das Moment der Mittelkraft in Bezug auf irgend einen Drehpunkt 
gleich Null sei. 

Da die Mittelkraft einer Kräftegruppe graphisch als Schlufs- 
Unie eines aus den Kräften gezeichneten Kraftecks erhalten wird, 
so entspricht der ersten Bedingung i2 = graphisch die Bedingung, 
dafs das Krafteck zum Schlufs kommt, also die Länge seiner 
Schlufslinie =0 wird. 

In Fig. 127 a bilden die Kräfte K^ bis K^ ein schliefsendes 
Krafteck. Der Endpunkt 5 des Streckenzuges 1-2-3-4-5 fällt 
mit dem Anfangspunkte 1 zusammen; die Schlufslinie 1-5 ist = 0. 

Fig. 127. 
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Um beurteilen zu können, ob auch das Gesamtmoment der Kräfte- 
gruppe = ist, werde mit einem beliebigen Pole ein Seileck 
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X IT, III, IV, F, Fig. 127, gezeichnet Dabei müssen die erste 
und letzte Seilecksseite I und V den im schließenden Erafteck 
zusammenfallenden Polstrahlen 0-1 und 0-5 und also auch unter sieh 
parallel sein. Wie weiter oben dargelegt, haben wir uns in den 
Seilecksseiten Kräfte wirkend zu denken, welche ihrer GrQfse nach 
durch die entsprechenden Polstrahlen im Erafteck ausgedrückt sind 
und welche die gegebene Eräftegruppe in ihrer Wirkung völlig er- 
setzen. Diese Eräfte heben sich in den einzelnen Seilecksseiten 
mit Ausschlufs der ersten und letzten, hier / und F, gegenseitig 
auf. Die allein zurückbleibenden Eräfte I und F sind also gleich- 
falls der gegebenen Kräftegruppe gleichwertig. Sie sind ihrer 
Gröfse nach gleich und entgegengesetzt gerichtet; fallen sie also in 
«ine gerade Linie zusammen, d. h., schliefst auch das Seileck, so 
heben sie sich gleichfalls auf und es besteht Gleichgewicht. Fallen 
sie, wie in Fig. 122, nicht in eine gerade Linie, so bilden sie ein 
Eräftepaar mit einem bestimmt von Null verschiedenem Moment 
und es kann daher Gleichgewicht nicht bestehen. Es ist nun die 
Frage, ob nicht etwa ein mit irgend einem anderen Pole 0^ ge- 
zeichnetes Seileck zum Schlafs kommen und eine Aufhebung sämt- 
licher Seilkräfte würde eintreten können. Um diese Frage beurteilen 
2u können, ist es nur nötig, die erste und letzte Seite F und F' 
dieses zweiten Seilecks zu zeichnen, was mit Hülfe der Polarachse 
leicht geschehen kann. Gibt man der ersten Seite F die Lage 
««1, so ist dd, parallel zu 0-0' durch e gezogen, die Polarachse 
beider Seilecke, und durch den Schnittpunkt g derselben mit der 
Seite F des ersten mufs auch die Seite F' des zweiten Seilecks 
gehen. Ist nun h der senkrechte Abstand der Seiten / und F des 
ersten, A' derjenige der Seiten F und F' des zweiten Seilecks, 
beides also die Hebelarme der Eräftepaare I und I\ so läfst sich 
leicht zeigen, dafs die Momente h • I und h! • F derselben einander 
gleich sind und dafs daher auch bei jedem anderen zu der Kräfte- 
Gruppe gezeichneten Seileck ein Kräftepaar von gleichem Moment 
^ich ergibt. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke efg, Fig. 127, und 0-1-0', 
Tig. 127 a, mit parallelen Seiten folgt nämlich bei den aus den 
Figuren ersichtlichen Bezeichnungen 

1) ^=^ 
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Ferner ist der Flächeninhalt des Dreiecks 0-1-0' 
2) -^ = — ^ und daraus - = — . 

Aus Gleichung 1 und 2 aber folgt 

7 7 ' 

7- = ^^ und demnach h^I^lu- F. 
hl 1 

Da nun I und i' stets endliche, von Null verschiedene Gröfsen 
sind, so mufs auch, wenn h>0 stets h :>0 sein, d. h., wenn irgend 
ein mit einem beliebigen Pole zu einer Eräftegruppe gezeichnetes 
Seileck nicht schliefst, kann auch kein mit einem anderen Pole ge- 
zeichnetes Seileck zum Schlufs kommen. Der mechanische Wert 
der Krftftegruppe ist dann gleich einem von Null verschiedenen 
Momente und Gleichgewicht kann nicht bestehen, umgekehrt: 
schliefst ein mit irgend einem Pole gezeichnetes Seileck, so schliefst 
auch jedes andere; der mechanische Wert der Kräftegruppe ist 
gleich Null, die Kräfte befinden sich im Gleichgewicht. 

Hieraus folgt: Läfst sich irgend eine Kräftegruppe 
zu einem schliefsenden Krafteck vereinigen und kommt 
auch ein zu derselben gezeichnetes Seileck zum Schlufs, 
so halten die Kräfte einander das Gleichgewicht und 
umgekehrt; ist eines der beiden Merkmale nicht vor- 
handen, so besteht auch zwischen den Kräften kein 
Gleichgewicht. 

9. Zeichnung eines Seilecks durch gegebene Punicte. 

Ein Seileck zu einer gegebenen Kräftegruppe ist völlig be- 
stimmt, wenn der Pol und die Lage irgend einer Seilecksseite, 
bezw. ein Punkt derselben gegeben ist. Der Pol selbst kann durch 
zwei Bestimmungsstücke, z. B. durch die Richtung und Länge eines 
Polstrahles, oder durch die Richtung zweier Polstrahlen, oder durch 
die Länge zweier Polstrahlen u. s. w. als gegeben angesehen werden. 
Zur Festlegung eines Seilecks sind also im ganzen drei Bestim- 
mungsstücke erforderlich. Anstatt des durch zwei Stücke bestimmten 
Poles können auch zwei weitere Punkte des Seilecks gegeben sein, 
so dafs also ein Seileck wie ein Kreis durch drei Punkte bestimmt 
erscheint. Sind nur zwei Punkte gegeben, so lassen sich beliebig 
viele Seilecke durch dieselben zeichnen. 
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Bestimninng des geometrischen Ortes (ti den Pol eines 
durch zwei Punkte gehenden Seilecks. 
Man zeinhoe zu der gegebenen Kräftegrnppe Ki, K^ und K^ 
(Fig. 128 und 138 a) ein Krafteck und mit beliebigem Pol ein 
Seileck. Dadurch wird in bekannter Weise GrOfae, Richtung und 
Lage der Mittelkrafl; R bekannt. Sind nnn A und B die Funkte, 
durch welche das gesuchte Seileck gehen soll, so ziehe man durch 
sie Parallelen mm und nn zur Mittelkraft R, verbinde die Schnitt- 



Fig. 128 a. 




punkte a und l derselben und der äu&eren Seilecksseiten / und 
' IV miteinander und ziehe im Erafteck den Polstrahl 0-5 || ab. 
Dadurch erscheint R zerlegt nach den Hicbtungslinien mm und nn 
in Seitflnkräfte A und B, welchen im Krafteck die Strecken 1-5 
und 5-4 entsprechen. Wie R, so sind auch die SeitenkrSfte A und ß 
der gegebenen Kräftegrnppe mechanisch gleichwertig, und die ihnen 
entgegengesetzt gleichen Kräfte — A und ~B stehen daher mit der 
Kräftegruppe im Gleichgewicht Sie bilden mit ihr das geschlossene 
Krafteck 1-2-3-4-5-1, und auch das zugehörige Seileck a5ctfe ist unter 
Hinzutritt der Schlufälinie ab = a ebenfalls zum Scblufs gekommen. 
Wie weiter oben nachgewiesen, mufs nun aber auch jedes 
andere zu den Krätten gezeichnete Seileck schliefsen. Legt man 
daher die die Kräfte A und B verbindende Seite a' in die Richtung 
AB, so mufs das Seileck durch die Punkte A und B gehen. Der 
der Seite s' entsprechende Polstrahl «' mufs parallel sein zu AB 
und der Pol CK daher auf einer durch den Funkt 5 im Krafteck 
gezogenen Parallelen «,«i zu AB liegen; diese ist somit der 
geometrische Ort des Poles für alle durch die Punkte A und B 
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zu den Kräften K^ K^ und K^^^ — A und — B und naithin auch 
zu den Kräften K^^ K^ und K^ gezeichneten Seilecke s', I\ n\ 

in\ iv\ s', j", ir\ iir% iv" u. s. w. 

Zeichnung eines Seilecks durch drei Punkte A, B undC 

J^i, JKj, -BTg, K^ und X5 (Fig. 129) sei die gegebene Kräftegruppe. 
Durch die drei Punkte A, B und C ist das Seileck völlig bestimmt 
und es kommt nur darauf an, den zugehörigen Pol zu ermitteln. 



Fig. 129 a. 










m. 



Dies geschieht, indem man in vorbeschriebener Weise je den geo- 
metrischen Ort zeichnet für den Pol der Seilecke, welche durch die 
Punkte A und (7, und den Pol der Seilecke, welche durch die Punkte 
B und gehen. Der Schnittpunkt beider (0') ist dann der gesuchte 
Pol. Die Lösung der Aufgabe gestaltet sich danach wie folgt: 

Man füge die Kräfte zu einem Krafteck 1-2-3-4-5-6 zu- 
sammen und zeichne zunächst mit beliebigem Pol ein Seileck 
I' II- III- IV' V- VI, verbinde im Krafteck 1 mit 3 und 3 mit 6, 
ziehe durch A und B Parallelen mm und nn zu 1-3, ferner 
durch B und (7 Parallelen uu und tt zu 3-6. Nun verbinde man 
im Seileck die Schnittpunkte a und c, sowie c' und b miteinander 
und ziehe im Krafteck 0-7 || ac und 0-8 || c'b, verbinde endlich 
A mit O und B mit O und ziehe im Krafteck durch den Punkt 7 
s' WAO und durch den Punkt 8 s" \\ B O. Die Geraden s' und s" sind 
die geometrischen Orte des Poles, und ihr Schnittpunkt 0' ist der ge- 
suchte Pol. Der Linienzug ADECFOHB ist das gesuchte Seileck. 

Keck, Mechanik I. ^ 
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Fig. 130. 
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10. Zusammensetzung von Kräftepaaren. 

Sind in einer Ebene zwei Eräftepaare von den Momenten Kl 
und — Pa gegeben (Fig. 130), so kann man die im Punkt A sich 
schneidenden Kräfte K und P durch eine 
Mittelkraft R ersetzen und ebenso die 
anderen beiden, welche sich in B schneiden. 
Die beiden Kräfte R sind gleich und ent- 
gegengesetzt, bilden daher im allgemeinen 
ein Kräftepaar vom Moment Rr, Wendet 
man den Satz der Drehmomente auf die 
in A sich schneidenden Kräfte an, bezogen 
auf JB als Drehpunkt, so wird Rr =Kl —Pa. 
Die beiden gegebenen Kräftepaare von 
entgegengesetztem Sinne lassen sich hier- 
nach durch ein einziges Kräftepaar ersetzen, 
dessen Moment gleich dem Unterschiede 
der Momente der gegebenen Kräftepaare 
ist und dessen Sinn mit dem des stärkeren Kräftepaares überein- 
stimmt. Für Kl = Pa entsteht i2r = 0, d. h. r = 0. Die Kräfte B 
fallen dann in dieselbe Gerade und heben sich auf. Daraus folgt 
der Satz: 

Zwei in derselben Ebene wirkende Kräftepaare 
von gleichen Momenten und entgegengesetztem Sinne 
heben sich auf. 

Ist nun ein Kräftepaar Kl gegeben (Fig. 131), so kann man in 
derselben Ebene an einem beliebigen Punkt A zwei gleiche ent- 
gegengesetzte Kräfte P hinzufügen, ebenso im 
Punkte jß. Wählt man die Lage der Punkte 
A und B so, dafs Pa = Kl ist, so hebt das 
Kräftepaar Pa mit negativem Drehsinne das 
gegebene Kl auf, und es bleibt ein Kräfte- 
paar Pa = Kl mit positivem Drehsinn übrig, 
welches mit dem gegebenen Kl gleichwertig 
ist, und man hat den Satz: 

Zwei in derselben Ebene wirkende Kräftepaare 
von gleichen Momenten und gleichem Drehsinne haben 
gleiche Wirkung. 



Fig. 131. 
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Hiernach ist die Wirkung des Eräftepaares gar nicht von 
der Gröfse der Kräfte K, von ihrer Richtung and Lage, sondern 
nur von dem Momente, dem Drehsinne nnd der Wirknngsebene 
abhängig; ein Kräftepaar in einer bestimmten Ebene ist daher 
durch einen Drehungspfeil ^ \ und die Momentengröfse 301 
genügend gekennzeichnet. Sind nun in der Zeichenebene mehrere 
Kräftepaare gegeben, etwa SJli und 3Jl2 von 
positivem, SJla von negativem Sinne (Fig. 132), 
so kann man sie zu einem einzigen Paare ver- 
einigen; hierzu wählt man einen Arm l = AB^ 
macht -fiTj = 2Ri : / und stellt 3)li durch zwei 
Kräfte Kl dar, die an den Punkten A und B 
angreifen. An denselben Punkten und mit 
denselben Richtungen kann man zwei Kräfte 
^2 = 2R2 : ^ anbringen als Darstellung von 3DI2 • ebenso zwei 
Kräfte Ä^ = 2R3 : Z mit entgegengesetzten Eichtungen. In A 
kann man die drei Kräfte K^, K^ und K^ zu einer Mittelkraft 
R=z Ki + K2 — K^ zusammensetzen, ebenso an JB. B und B 
bilden ein Kräftepaar von dem Moment: 

3Jl = ÄZ = isTjZ + ZgZ — iTa? = aili + 3112 - 3R3, 
woraus sich ergibt: 

Mehrere in derselben Ebene wirkende Kräftepaare 
können zu einem einzigen Paar in derselben Ebene 
zusammengesetzt werden, dessen Moment gleich der 
algebraischen Summe der Einzelmomente ist. 

War 3)li = 12 m^; 3JI2 = 24 m^; aJls = — 20 mkg und wählt man 
Z = 1 n , 80 wird J^i = 12 kg; K^ = 24 kg; Z3 = — 20 kg, mithin 
JJ=12 + 24 — 20=16kg und das daraus entstehende 
Kräftepaar 3^ = 16 «kg. *^^»- ^^^• 

Sind an einem Holzklotze (Fig. 133) die vor- "^ „„^^^ 

stehenden Griffe A und B in 0,i6m Entfernung ange- /JJu _^^ 

bracht, ebenso G und D in 0,2 m Abstand, und übt man / ^^^ \ \ 

an A und B mit den Händen die Kräfte 10 ^ aus, also / c^^^ t^^» \ 

das Moment 10« 0,i6= l,6nikg, so kann man ganz die- l \ j 

selbe Wirkung erreichen, wenn man an (7 und Dein Kräfte- \ '\ / 

paar, bestehend aus zwei Kräften tou 8 kg, angreifen \^ Ä^ 

läfst. Das zweite Kräffcepaar würde, in entgegen- f^ 

gesetzter Bichtung angebracht, die Wirkung des 

ersteren völlig aufheben, so dafs der Körper sich so verhalten würde, als ob 
die Kräftepaare gar nicht vorhanden wären. In diesen Beziehungen wird nichts 

9* 
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Fig. 134. 




geändert, wenn man dem Klotze etwa eine feste Drehachse, rechtwinklig zur 
Bildebene, gibt. Wo die Achse anch liegen mag, — gleichwertige Kräfte- 
paare werden nm diese Achse stets dasselbe Drehnngsbestreben haben, während 
gleiche entgegengesetzte Kräftepaare sich stets gegenseitig tilgen werden. 

Aach in eine Parallelebene kann man ein Kräftepaar ver- 
schieben, ohne in der Wirkung etwas zu ändern. An einem starren 
Parallelepiped (Fig. 134) seien die in 
den Punkten A und B der rechts- 
seitigen Stirnebene angreifenden Kräfte 
K gegeben, welche ein Paar bilden. 
b den Punkten C und D der links- 
seitigen Stirnebehe, welche mit A und 
B ein Bechteck bilden, füge man je 2 
gleiche, aber entgegengesetzte Kräfte K 
hinzu, dann haben die jetzt vorhandenen 
6 Kräfte die gleiche Wirkung, wie die 
beiden gegebenen. Die beiden Diagonalen des Rechtecks AB CD 
halbieren sich gegenseitig in JE. Die in A und O angreifenden auf- 
wärts gerichteten Kräfte K kann man durch ihre Mittelkraft 2 K 
im Punkt JE ersetzen, ebenso die beiden in B und D angreifenden 
abwärts gerichteten. Da nun die beiden durch E gehenden Kräfte 
2 K sich aufheben, so Ueiben nur noch die in der linksseitigen 
Stirnebene, bei Z> aufwärts, bei C abwärts wirkenden Kräfte übrig, 
welche dem gegebenen Kräftepaare gleichwertig sind. 

Hat ein Körper 2 Arme AB und CD (Fig. 135), so ist es für 
die Bewegung von gleicher Wirkung, ob man mit den Händen in 
A und B oder in C und D angreift. 

Diese Betrachtung führt dann mit 
den früheren Sätzen zu dem Ergebnisse: 

Kräftepaare mit parallelen 
Drehungs-Ebenen können durch 
ein einziges Paar ersetzt werden, 
dessen Moment gleich der alge- 
braischen Summe der Momente der gegebenen Paare 
ist und zu dessen Drehungsebene irgend eine den ge- 
gebenen parallele Ebene gewählt wird. 

Hiernach gehört eine bestimmte Drehungsebene gar nicht zu 
den kennzeichnenden Eigenschaften eines Kräftopaares, sondern die 
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Fig. 136. 
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Richtung seiner Drehongsebene. Zwei andere Merkmale sind die 
Oröfse des Momentes und der Drehungssinn. Diese drei 
lassen sich geometrisch mittels einer einzigen Geraden darstellen. 
Man errichtet eine Rechtwinklige zu der gegebenen Drehangsebene 
und bezeichnet sie als Achse des Kräftepaares. Jede zur Achse 
rechtwinklige Ebene kann dann zur Drehangsebene gew&hlt werden. 
Die Gröfse des Momentes läfst sich nach irgend einem Mafsstab als 
Länge auf der Achse abtragen (Fig. 136). Diese Länge werde von 
der Ebene aus auf der Achse in solchem 
Sinn aufgetragen, dafs wenn man von 
<lem Endpunkt auf die Ebene blickt, der 
Drehsinn als rechtsherum erscheint 
Der Endpunkt aber läfst sich kenn- 
zeichnen, indem man auf der Achse eine 
nach dem Endpunkte weisende Pfeilspitze 
anbringt. Das bei A wirkende Eräfte- 
paar (Fig. 136) erscheint, von oben be- 
trachtet, rechts drehend, von der Unter- 
seite der Ebene aber erblickt man das Spiegelbild mit der Drehung 
links herum (ebenso wie das Spiegelbild einer TJhr oder eine Uhr 
mit durchscheinendem Zifferblatte, von der Rückseite betrachtet, eine 
Linksdrehung der Zeiger erkennen läfst). Daher mufs der Endpunkt B 
der Achse AB oberhalb A liegen, durch eine aufwärts weisende 
Pfeilspitze also B als Endpunkt gekennzeichnet werden, während es 
für das bei C wirkende Paar gerade umgekehrt ist. Diese mit be- 
stimmten Pfeilrichtungen versehenen Linien AB und CD nennt man 
die Achsenstrecken der betr. Eräftepaare. Es läfst sich nun 
weiter zeigen, dafs die Zusammensetzung von Eräftepaaren auch in 
sich schneidenden Ebenen mit Hülfe ihrer Achsenstrecken nach 
denselben Regeln wie die Zusammensetzung von Einzelkräften erfolgen 
kann. Dabei bietet sich noch die Erleichterung, dafs, während eine 
Einzelkraft eine bestimmte Lage hat, die Achsenstrecke an irgend 
einem Punkte der Drehuogsebene errichtet werden konnte, sich also 
auch beliebig parallel verschieben läfst 

Es seien nun in zwei sich in der Geraden AB unter dem Winkel a 
schneidenden Ebenen JEJj und £; (Fig. 137) die Eräftepaare äJl^ und ^ 
mit den durch die Drehungspfeile bezeichneten Drehungssinnen gegeben. 
Man führe sie beide auf den Arm AB=^l zurück, so dafs ^"1 Z = 9Jli ; 
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K2l='3Jl2' In ^ l^ann man Ki und K2 zur Mittelkraft R zu- 
sammensetzen, welche mit Ki den Winkel q) bildet. In B erscheint 
dann die gleiche entgegengesetzte Parallelkraft R, und man hat an 
Stelle der beiden gegebenen Paare ein einziges mit dem Moment RL 
Wendet man aber auf die Achsenstrecken der Eräftepaare die 
Lehre von der Zusammensetzung der Kräfte an, so gelangt man zu dem 



Fig. 137. 
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gleichen Ergebnisse. 
Eine Orundrifsebene 
möge die Ebenen 
-El und JEj recht- 
winklig schneiden, 
dann schliefsen die 
Spuren s^ und s^ der 
Ebenen den Winkel a 
ein. Zeichnet man 
nun die Achsen- 
strecke des Paares 
9Jli, so wird diese 
gemäfs dem frühe- 
ren von C nach E 
gerichtet sein müssen : man mache CE = Süll . Ebenso ist OD = SJl^ 
die Achse des zweiten Paares. Behandelt man CE = 3Jli und CD = M^ 
wie zwei Einzelkräfte, zeichnet aus ihnen ein Parallelogramm mit CF 
als Mittelkraft, so ist dieses Parallelogramm ähnlich dem aus Ki und K2 
gezeichneten; seine Seiten haben die ? fache Länge des letzteren und 
stehen zu ihnen rechtwinklig. Daher ist auch CF=Rl, d. h. gleich 
dem Momente des resultierenden Eräftepaares, und steht rechtwinklig 
auf der Ebene demselben. Von F aus betrachtet erscheint das Paar Rl 
rechts drehend; mithin hat CF alle Eigenschaften der Achsenstrecke des 
resultierenden Paares 301, und eine Ebene mit der Spur «3, rechtwinklig 
zu CFj würde als Wirkungsebene von 3Jl gewählt werden können. 

Da das Gesetz vom Parallelogramm der Kräfte unmittelbar 
zum Parallelepiped- Gesetze führte, so mufs letzteres auch für 
Eräftepaar - Achsen gelten. Danach sind auch die zur Zusammen- 
setzung von Eräften an einem Punkt auf S. 40 angegebenen Ver- 
fahren unmittelbar auf solche Achsen zu übertragen. Oder: 

Eräftepaare in beliebigen Ebenen lassen sich wie 
Eräfte, die an einem Punkt angreifen, mit Hülfe ihrer 
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Achsenstrecken zusammensetzen, indem man letztere 
parallel an einen gemeinsamen Schnittpunkt ver- 
schiebt und wie Einzelkräfte bebandelt. 

Parallelversehiebnn^ einer Kraft. Greift in einem Punkt A 
eine Kraft K an (Fig. 138), so kann man zwei gleiche entgegengesetzte 
Kräfte ^ in jß hinzufugen ; von den drei Kräften bilden nun die 
ursprünglich gegebene und die entgegengesetzt 
hinzugefügte ein Kräftepaar ^ = Kl, und 
aufserdem bleibt eine mit der gegebenen gleich- 
gesinnte Kraft K übrig, welche um l gegen die 
ursprüngliche Lage verschoben ist. Die Parallel- 
verschiebung einer Kraft K um die Entfernung l 
bedingt also die Hinzufügung eines Paares KL 

Sind aber in einer Ebene eines starren 
Körpers eine Einzelkraft ^^ in ^ mit dem Sinn aufwärts und ein 
Kräftepaar 2R gegeben (Fig. 139), so bringe man 2Jl auf die Form 
3Jl = Kl, lege die eine Kraft K des Paares so 
durch A, dafs sie mit der gegebenen entgegen- 
gesetzten Sinn hat, sich also damit aufhebt, und 
die andere in den Abstand AB = 1 = ^: K; 
dann bleibt letztere, durch B gehende Kraft K 
allein übrig. 

Ein Kräftepaar ^ setzt sich also 
in derselben Ebene mit einer Einzel- 
kraft K zusammen zu einer Kraft K, welche um 
Z= 3JI : ^ gegen die gegebene Kraft K verschoben ist; 




Fig. 139. 




11. Zusammensetzung von Kräften im Räume mit ver- 
schiedenen Angrifrspunl(ten. 

Greifen an einem starren Körper beliebige Kräfte K^ , , , Kn 
an (Fig. 140), von denen der Einfachheit wegen nur K^ und K^ 
gezeichnet werden sollen, so wähle man zum Zwecke möglichster 
Vereinigung derselben einen beliebigen Punkt A und füge in diesem 
zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte Ki hinzu; dann bilden die 
gegebene Ki und die entgegengesetzt hinzugefügte ein Kräftepaar, 
dessen Drehungsebene durch K^ in P^ und den Punkt A gegeben 
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ist, and dessen Hebelarm l^ der rechtwinklige Abstand der in P^ 

wirkenden Kraft Ki vom Punkt A ist. Dieses Paar lä&t sich durch 

seine Acbsenstrecke ^i darstellen, welche wir durch A legen kOnnen. 

Ebenso verßhrt man mit allen 

übrigen gegebenen Kräften, zuletzt 

mit Kn. Dann erhält man statt 

der gegebenen, am Körper zerstreut 

angreifenden n Kräfte: n Kräfte, 

deren Richtung, Gröfse und Sinn 

mit den gegebenen übereinstimmen, 

welche aber sämtlich in dem 

gemeinsamen Schnittpunkt ^ an ^v 

greifen, und ebensoviele Kräfte- "^Z 

paar-Achsenstrecken, die man |a' ^iCn 

sämtlich von A ausgehen lassen 

kann. Die Einzelkräfte K lassen sich wie auf S. 40 zusammenset zen 

Sind a^ , a2 . . . ocn die Neigungswinkel der gegebenen Kräfte gegen 

die positive ^r-Richtung, ß^, ß^. . , ßn und /j , y^- --yn diejenigen 

gegen die ^-Richtung, bezw. z-Richtung, sa ergibt sich 

1) in der Linie AX eine Kraft X= 2K cos a, 

2) in ^.F „ „ r=2'irco8^, 

3) in ^Z „ „ Z^ZKm&y, 

welche sich zu 

4) Ä = VX'^ + Y^^- Z^ 
mit den Richtungs-Kosinussen 

5) cosa = jr:i2; cos /8= Y: JB; cos ;' = Z: Ä 
zusammensetzen. 

Sind die Richtungswinkel der Kräftepaar -Achsen bezw. d^ 
«n ^n • • • ön, fin, V«» so ergibt sich 

in AX eine Achse 301« = i^SJl cos d, ^ 

r, AY r^ « aßy = 2'aJlcose, 

„ ^z „ „ aße = ^-aRcos??, 

welche sich zu einer resultierenden Achsenstrecke 

6) an = /m?T W+W 
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mit den Rieh taogs- Kosinussen 

7) C08d = aJl,:aJl; cos e = Slly : 2»; cos i? == 301, : 501 

ZQsammensetzen. Somit haben wir die beliebigen Kräfte zurückgeführt 
auf eine resultierende, durch A gehende Einzelkraft JB 
und ein resultierendes Kräftepaar vom Momente 30^1. 

Die Kraft R ist aus den gegebenen Einzelkräften K völlig 
bestimmt; die Achsenstrecke 391 ist aber noch nicht auf unmittelbar 
gegebene Gröfsen zurückgeführt. Es soll daher der Beitrag einer 
der gegebenen Kräfte, etwa K^^ zu der Achsenstrecke 391« näher 
bestimmt werden. 

Der Angriffspunkt H von K^ (Fig. 141) habe die Koordinaten 
^1 « Dil ^1 9 &^ denen wir ein rechtwinkliges Parallelepiped zeichnen. 
Zerlegen wir K^ in seine 

drei rechtwinkligen Sei- ^^^' ^^^^ 

tenkräfte und bringen ^ t 

auch in A dieselben 
Kräfte entgegengesetzten 
Sinnes an, so bilden die 
beiden Kräfte K^ cos y^ 
ein Paar, welches 
in einer Diagonalebene 
AG HU, wirkt Zur 
Vereinfachung fägen wir 
im Punkte B noch zwei 
solche sich aufhebende 

Kräfte hinzu; die in A abwärts, und die in B aufwärts wirkende 
Kraft bilden ein in der <r;?-Ebene wirkendes Paar, dessen Achse 
in ^ F fällt, mithin zu 371« keinen Beitrag liefert. Die in H auf- 
wärts, in B abwärts wirkenden K^ cos y^ liegen aber in der Seiten- 
ebene BCHFy haben, von rechts aus betrachtet, positiven Drehsinn, 
so dafs ihre Achsenstrecke in der Gröfse K^ cos;^i y^ auf der AX 
aufeutragen ist. 

Auch zu den beiden K^ cos ß^ fügen wir in B und G noch 
zwei sich aufhebende hinzu. Die eine hiervon bildet mit der in A 
angreifenden ein Kräftepaar in der Ebene ABGD^ dessen Achse 
in iie AZ fällt, also zu 391« keinen Beitrag liefert; die in H und 
B angreifenden aber bilden mit dem Abstände Zi ein Kräftepaar, 
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dessen Drehsinn von rechts betrachtet negativ ist, dessen Beitrag 
zu 911, also ebenfalls negativ sein mufs, nämlich — JK^ cos ßi zy . 

Die beiden in A und H angreifenden Kräfte K^ cos a liefern zu 
9Jl« keinen Beitrag, denn ihre Wirkungsebene ist die Diagonalebene 
AG HB, so dafs die Achse in der t/<?-Ebene, mithin rechtwinklig 
zu AX liegt. 

Der gesamte Beitrag der Kraft K^ zu "^^ ist also 

Ky cos yy yi — K^ cos ßiz^. 

Die Beiträge der übrigen Kräfte ergeben sich in entsprechender 
Form, so dafs im ganzen 

8) SWx = 2* JS: cos yy — 2K cos ß z wird. 

In gleicher Weise erhält man für die anderen Richtungen 

9) SWy = ZK cos a Ä? — ZK cos y oö und 

10) 3»* = ZK cos ^Ä? — ZK cos a y. 

Hiermit ist die Aufgabe der Zusammensetzung der Kräfte gelöst. 

9Jla!, 9Jly und 9Jl;5 bedeuteten die Achsenstrecken von Kräfte- 
paaren; es läfst sich die Bedeutung derselben aber noch einfacher 
ausdrücken. Zu dem Zwecke wollen wir das Drehmoment der Kraft K^ 
in Bezug auf die Achse AX ermitteln. Wir können für dasselbe 
nach dem Satze der Momente (S. 100) die Summe der Momente der 
in H angreifenden Einzelkräfte K^ cos y^ , K^ cos ß^ und K^ cos a^ 
setzen. Die Seitenkraft K^ cos;^i 
(Fig. 142) kreuzt die ^X rechtwink- 
lig in einem Abstand y^ , hat daher 
das Moment K^ cos y^ y^ , und zwar, 
von rechts gesehen, positiv drehend; 
Ky cos ßx kreuzt die A X recht- 
winklig in einem Abstände ^i, und 
zwar, von rechts gesehen, negativ 
drehend, hat daher das Moment 
— K^ cos ßy <2, ; Zi cos a^ aber ist 

mit AX parallel, hat also (nach S. 100) in Bezug auf AX kein 
Moment. Das Moment der ursprünglich gegebenen Kraft K^ in 
Bezug auf A X ist demnach K^ cos y^ y\ — K^ cos ß^ z^ , stimmt 
also mit dem Beitrage der Kraft K^ zu der Achsenstrecke 2R« 



Fig. 142. 
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nberein. Hiernach können die Eräftepaar-Acbsenstrecken 
3R«9 ^y und 9Jl, gedeutet werden als die Momenten- 
summen der ursprünglich gegebenen Kräfte K in Bezug 
auf die Achsen AX, AY und AZ. 

Führt die Zusammensetzung einer zweiten an einem starren 
Körper etwa angreifenden Kräftegruppe unter Benutzung desselben 
Koordinaten-Ursprunges A auf dieselbe Einzelkraft R und dasselbe 
Kräftepaars-Moment 9Jl wie die Zusammensetzung der ersten Kräfte- 
gruppe, so sind beide Kräftegruppen einander gleichwertig, also 
miteinander zu vertauschen; sie bringen die gleiche Bewegungs* 
Wirkung an dem starren Körper hervor. 

Aus dem vorstehenden ergeben sich als Bedin- 
gungen für die Gleichwertigkeit zweier Kräftegrnppen , dafs 
in Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Achsen- 
kreuz 

1) die algebraische Summe der bei rechtwinkliger 
Zerlegung parallel zu jeder Achsenrichtung fallenden 
Seitenkräfte für beide Kräftegruppen die gleiche ist, 
und dafs zugleich 

2) die algebraische Summe der Momente der Kräfte 
in Bezug auf jede der Achsen für beide Kräftegruppen 
denselben Wert ergibt. 



12. Zentralachse einer Kräftegruppe. 

Die Zusammensetzung einer beliebigen räumlichen Kräftegruppe 
hat (S. 136) auf R und 9ÜI geführt. R ist einfach die Mittelkraft, die 
sich bei Parallelverschiebung aller Kräfte an einen Punkt ergab, mithin 
unabhängig von der Wahl des beliebig angenommenen Punktes A. 
^ dagegen (S. 136 u. 138) ist von den Koordinaten der Angriffspunkte 
der Kräfte in Bezug auf ein durch A gelegtes Achsenkreuz abhängig, 
wird daher mit einer Verschiebung des Sammelpunktes A sich ändern. 
Hat man für einen angenommenen Sammelpunkt A die Mittelkraft 
R gefunden, so wird eine Verschiebung von A auf der Eichtungs- 
linie von R keine Änderung von 9R zur Folge haben, weil man 
ja jeden Punkt dieser Bichtungslinie als Angriffspunkt von R 
behandeln kann. Verschiebt man aber A nach einer aufserhalb R 
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Fig. 143. 




gelegenen Stelle, entsprechend einer Parallel Verschiebung von R 
selbst, so mnfs das zugehörige Acbsenmoment 30% eine Änderung 
erfahren. 

Um diese Veränderung möglichst einfach zu übersehen, wählen 
wir die Bichtungslinie der im Punkt A erhaltenen Kraft R zur 
^- Achse (Fig. 143) und legen durch R und die zugehörige von A 
aus gezogene Momentenachse ^ eine <r^- Ebene. ^ bilde mit R 
den Winkel X, Will man nun die durch A 
gehende Kraft R mit einer gleichen Kraft 
R vertauschen, welche die o?^- Ebene in 
einem Punkte P mit dem Abstand AP=r 
schneidet, so bringe man in P zunächst zwei 
sich aufhebende Kräfte R und — R an. 
Dann bilden R in A und — JB in P ein 
Kräft^paar, dessen Achsenstrecke i2r in der v 
ccy ' Ebene liegt und von ^ F um den Winkel a 
nach links abweicht, wenn AP mit AX 
den Winkel a bildet. Diese Achsenstrecke 
Rr mufs nun mit 3Jl zusammengesetzt werden. Zu dem Zwecke 
zerlegen wir 3R und Rr nach den drei Achsen und erhalten 

in der ^-Achse: 2R sin ^ — Rr sin a, 

» 

in der 3/ -Achse: Ar cos a, 
in der ^-Achse: 3Jlcos>i. 

Aus diesen Einzelmomenten entsteht dann das neue Gesamtmoment 

aßi = V{m sin Jl — Rr sin a)2 + {Rr cos a)2 + (3» cos ^)2. 

Hiernach ist 9Jli > 3Jl cos >i . Es ist aber eine solche Verschiebung 
von jR, d. h. eine solche Wahl des Punktes P möglich, dafs a = 90® 
und zugleich Ar sin a = 3Jl sin i wird. Dann fallen in der letzten 
Gleichung die von r und a abhängigen Summanden fort, und es 
wird einfach 

Weil nun allgemein 3Ri^M cos Ä war, bei der angegebenen 
Wahl von r und a aber 3Ri = 3R cos Ä wird, so ist unter diesen 
Umständen das sich ergebende Achsenmoment 3)7i so klein wie 
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möglich; und weil 9}li gleichbedeutend ist mit dem in die ^-^ Achse 
fallenden Momente, während die in AX und A T feilenden Momente 
aufgehoben werden, so ist 3Ri nunmehr parallel der A Z, fällt also 
mit der Bichtung von B zusammen, a = 90 ^ bedeutet, dafs P, 
der Punkt der neuen Lage von Jß, auf ^ F liegen mufs, in einem 
Punkte Aq (Fig. 144), und zwar mufs wegen iZrsina^^siD A, 
die Parallel Verschiebung der Kraft 22, nämlich der Abstand 
AAq = r = "^sinÄ: B sein. Die durch Aq ge- 
legte Bichtungslinie von B heifst die Zentralachse 
der gegebenen Eräftegruppe. Das Ergebnis dieser 
Untersuchung fassen wir noch wie folgt zusammen: 

Eine an einem starren Körper 
wirkende Kräftegruppe läfst sich auf 
unendlich viele Arten zu einer Mittel- 
kraft B und einem Kräftepaar oder 
Achsenmoment W zusammenfassen. Bei 
allen diesen Arten ist B nach Gröfse, Bichtung und 
Sinn dieselbe; nur ihre Lage ist verschieden; das 
Moment W ist im allgemeinen nach Gröfse, Bichtung 
und Sinn verschieden. Unter den verschiedenen Lagen 
von B gibt es eine, die Zentralaehse der Kräftegruppe, 
bei welcher das Achsenmoment so klein wie möglich 
wird und mit der Bichtung von B zusammenfällt. 

Steht die ursprünglich gefundene Momentenachse 311 recht- 
winklig zu Bj ist also >i = 90®, so wird 2Jli === 9Jlcos>i = und 
r = ^:B; d. h. in diesem Falle verschwindet das Achsenmoment 
^i, und die gegebene Kräftegruppe hat 
sich auf eine Einzelkraft B zurückführen 
lassen. (Vergl. S. 135, Fig. 139.) 

Eine beliebige Kräftegruppe läfst sich 
auch stets auf zwei nicht in derselben 
Ebene liegende Kräfte zurückführen. Ist 
nämlich das Ergebnis der ersten Zusammen- 
fassung etwa B und 9Jl im Punkt A 
(Fig. 145), so kann man 3R in die Faktoren 

P.r zerlegen, wobei man die eine Kraft P durch A legt, AB = r 
macht und — P durch B gehen läfst. P und B kann man nun 
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ZU Ri zusammensetzen, so dafs R^ und — P der gegebenen Kräfte- 
gruppe gleichwertig sind. Dabei war die Gröfse P beliebig 
gewählt. Macht man aber P = jßsin>i, so fällt die Kraft iS^ in 
die Bichtung von 9Jl und bekommt die Qröfse R cos X (Fig. 146), 
während die durch B gelegte Kraft P=RAnX ist. Hiernach 
ist die Zurückführnng einer Kräftegruppe auf zwei im Baume sich 
rechtwinklig kreuzende Kräfte möglich. p. . .^ 

Diese Kräfte, auf welche sich eine kBe \ 

gegebene Kräftegruppe zurückführen läfst, i 

welche mithin der Kräftegrappe gleich- 
wertig sind, entsprechen den auf S. 139 
entwickelten allgemeinen Bedingungen für 
die Gleichwertigkeit von Kräftegruppen, 
haben also im besonderen auch in Bezug 

auf irgend eine Achse die gleiche Momentensumme wie die gegebene 
Kräftegrupplö. 




13. Zusammensetzung von Parallelkräften gleichen 

Sinnes im Räume. 

Ist (Fig. 147) a^ = Og . . . = 0,1 = a, 

ßl ^ ß2 ' ' ' = ßn = ßi 

;^i =;^2 • • • = ;^n = ;^, 

80 wird nach S. 136 

jr= cos OL IK; Y= cos ß l'K; Z= cos / IK, 

mithin R = ^K 

für die bei der Zurückführnng auf den Punkt A sich ergebende 
Einzelkraft. Aufserdem entstehen nach S. 136 die Achsenstrecken: 

2Jt, = cos ;^ ^K^ — cos ß I Kz, 
SUly = cos a ZKz — cos y iKw, 
gUl^ = cos ß iKx — cos a 2! Ky, 

Die Parallelkräfte müssen sich aber auch auf eine Kraft 
H =^ ÜK ohne Achsenmoment zurückführen lassen; denn wenn 
man die Parallelkräfte der Beihe nach vereinigt, gelangt man stets 
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Fig. 147. 



ZU einer Einzelkraft; es kommt nur noch darauf an, deren Lage 
aufzufinden. Ein Punkt iSderselben werde durch die unbekannten Koordi- 
naten Xq, i/o, zq bezeichnet. Diese durch den Punkt 8 gehende 
Einzelkraft B mufs nun gleichwertig sein mit dem Ergebnisse der ersten 
Zusammensetzung mit Hülfe des Punktes A^ oder, weil die Achsen- 
momente nach S. 136 gleichbedeutend 
sind mit den statischen Momenten der 
Kräfte in Bezug auf die Koordinaten- 
achsen, so mufs die in S angreifende 
Kraft 22, welche in die Seitenkräfte 
B cos a, B cos ß, B QO^y zerlegt werden 
kann, die statischen Momente ^«, ^SSty, 
"^z haben. In Bezag auf AX hat 
B co^y das Moment BcosyyQ^B cos ß 
das Moment — JB cos ^S^q, JS cos a 
das Moment Null. Daher mufs sein: 

B GOsyT/Q — Bco^ ß zq = cos y ^ Ky — cos ß 1' Kz; 

B cos a Zq — B cos y^Q^^ cos a ZK z — cosy U Kx\ 

B cos ßx^ — B cos at/o = cos ß I Kx — cos a ZKy. 

Diesen Gleichungen wird genügt durch Bxq = 2Kx; 
Byo = 2!Ky; Bzq = l'Kz\ denn durch Einsetzung dieser Werte 
werden beide Seiten der drei Gleichungen einander gleich. Die 
Koordinaten des Punktes 8 werden hiernach 




1) 



^0 



l'K 



X 



JK 






Zo = 



l'Kz 
l'K 



Da diese Werte ganz unabhängig 
von den Kichtungswinkeln a, ß, y der 
gegebenen Kräfte, nur abhängig sind 
von den Kraftgröfsen K und von den 
auf ihren Bichtungslinien gewählten 
AngriflFspunkten P (der Koordinaten 
Ä?, y, z), so bleibt 8 unverändert, wenn 
die Parallelkräfte K sich um die An- 
griffspunkte P drehen. Während einer 
solchen Drehung der gegebenen Pa- 
rallelkräfte (Fig. 148) dreht sich also die Mittelkraft B = 2K 
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um den Punkt 8, welcher aus diesem Grunde der Mittelpunkt 
der in den Punkten P angreifenden Parallelkräfte 
beifst 

In Gemäfsheit mit S. 139 mufs in Bezug auf irgend eine 
Achse das Moment der Mittelkraft gleich der Momenten- 
summe der Einzelkräfte sein. 



14. Mittelpunkt der Massen (Schwerpunkt) eines 

starren Körpers. 

Es möge die Gruppe der Parallelkräfte gleichen Sinnes derartig 
über die Masse des Körpers verteilt sein, dafs an jedem Massen- 
teilchen eine der Masse verbältnisgleiche Kraft angreife. Dann 
können die an den Massenteilchen m^ , m2 . . . m» auftretenden 
Kräfte geschrieben werden: mjj?, m2j?...m„p. Es würde dann 
p die gemeinsame Beschleunigung sein, welche die Massenteilchen 
durch die Kräfte erfahren würden. 

Die Abscisse des Mittelpunktes S dieser Parallelkräfte ist dann 
Xq= y, ^ ; die Bedeutung der iJ-Zeichen erhellt aus der Form: 



mp 



niipa^i + rn^px^ + . . . ninpoßn^ 

^ mip + m^p + • . . rrinp 



hierin hebt sich dann p als gemeinsamer Faktor im Zähler und 
Nenner fort, und es bleibt: 

m^Xi + WI2 «^2 "1" • • • "^ 'i^^n '^w^ x 

^ mj + wij + . . . mn ^m 

^, Zmy 2m z 

Ebenso y^ = — ft-^; z^ = -^ — . 

Zm Zm 

Der so gefundene Mittelpunkt 8 ist ganz unabhängig von der 
Beschleunigung p, d. h. von der Gröfse der Kräfte, er wird lediglich 
bedingt durch die Massen der einzelnen Teilchen und ihre 
Koordinaten, d. h. durch die Massenverteilung des Körpers. Der 
Mittelpunkt solcher Kräfte, die sich gleichmäßig über die Masse 
eines Körpers verteilen, heifst deshalb der Massenmittelpunkt 
des Körpers. 
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Einen besonderen Fall solcher Kräfte bilden z. B. die Schwer- 
kräfte. Bei solchen ist p =ff und die Bichtang lotrecht abwärts. 
Der Massenmittelpunkt eines Kör- 
pers ist daher auch der Mittelpunkt 
der Schwerkräfte und heilst deshalb 
auch der Schwerpunkt. Wird der 
mit dem Achsenkreuze fest verbun- 
dene Körper gegen die Richtung des 
Lotes verdreht, so bleiben fBr jeden 
Massenpunkt die Werte m, «27, y 
und z unverändert, die Sichtungen 
der Kräfte aber bleiben lotrecht 
und verdrehen sich dabei gegen das 
Achsenkreuz. Diese Verdrehung hat 
aber auf den Schwerpunkt S keinen Einflufs. 

Der Schwerpunkt eines Körpers ist der Durch- 
Schnittspunkt der verschiedenen Richtungslinien des 
Gesamtgewichtes des Körpers bei verschiedenen 
Drehlagen desselben. 

Nennt man die Gesamtmasse 2!m des Körpers einfach M, so 
ist das Gesamtgewicht Mp, und dieses, geht immer durch den 
Schwerpunkt S hindurch, wie auch der Körper bewegt werden mag. 

Die Gleichungen für die Koordinaten des Schwerpunktes kann 
man auch schreiben: 
1) 2Jmx==MxQ; 2my=^MyQ\ Ztni» = Mzq. 

Der Ausdruck ^mx wird erhalten, indem man jedes Massen- 
teilchen m mit seinem Abstände von der y-?- Ebene multipliziert 
und diese Produkte zusammenzählt. Ein Produkt dieser Art, mxj 
heifst das statische Moment der Masse m in Bezug auf die 3/^ -Ebene; 
Ma^Qj bei dem man sich die ganze Masse des Körpers im Schwer- 
punkte vereinigt denkt, heifst das statische Moment der ganzen 
Masse. Dieselben Beziehungen, welche für die 3/^ -Ebene gelten, 
sind auch für die anderen Koordinaten-Ebenen gültig, und weil die 
Koordinaten-Ebenen ganz willkürlich angenommen werden können, 
so gelten sie überhaupt für jede Ebene. Daher folgt der Satz: 

Das statische Moment der ganzen Masse eines 
Körpers ist gleich der Momentensumme der einzelnen 
Teile in Bezug auf irgend eine Ebene. 

Keek, Mechanik T. 10 
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Kann man die Masse eines Körpers in zwei Teile Mi und 
M^ zerlegen, deren Schwerpunkte 8^ und ^^2 schon bekannt sind, 
und sind deren Koordinaten <r|, i/i, z^ bezw. 

^^2 • 3/2 1 ^2 (^ig* ^^\ so ist der Beitrag der Masse 
Ml zur Momentensumme ^mcc nach vorstehendem 
Satze Ml Xi , derjenige der Masse iKfo aber M^ x^ « 
daher wird 



Fig. 150. 



2) 



{Ml + M2)xq = Mi^i + M^x^. 




Stellt die Gerade YZ die zur Bildebene 
rechtwinklige ^z- Ebene dar, so ergibt sich femer 
leicht, dafs der Gesamtschwerpunkt iS auf 
der Geraden S1S2 liegen mufs. Denn denken wir uns die 
Bichtung der Schwere rechtwinklig zur Zeichenebene^ so bilden 
3IiP und M^ff zwei Parallelkräfte, deren Mittelkraft in ihrer 
Ebene (mit der Spur Si 82) liegen mufs. Dreht sich die Bichtung 
der Schwere, so drehen sich Mig und M^g um 81 und /S>2, ihre 
gemeinsame Ebene dreht sich um S| «S^ , daher mufs 8 in Si 8^ 
liegen. Ist also der Körper in zwei Massenteile Mi und M2 zer- 
legt, so genügt schon die eine Gfeichnng für xq zur Bestimmung 
von 8 auf 81 82 . Da bei der Zusammensetzung zweier Parallel* 
kräfte gleichen Sinnes die Mittelkraft zwischen beiden liegt, und 
ihre Abstände von den beiden Kräften sich umgekehrt verhalten 
wie die Kräfte, so ist das Verhältnis dieser Abstände: 

881 : 882 = M2€f : J[f, y = J/2 : Jifj . 

Hiernach kann man 8 leicht finden, indem man (Fig. 151) 
durch 81 und 82 beliebige Parallelen zieht und auf ihnen die 
Gröfsen Mo bezw. Mi (d. h. die vertauschten 
Massen) als Längen nach entgegengesetzten Seiten 
aufträgt. Die Yer bindungsgerade der Endpunkte 
schneidet dann 81 80 in 8. 

Legt man die yr- Ebene so, dafs die Teil- 
schwerpunkte zu beiden Seiten der Ebene liegen 
(Fig. 152), so haben xi und .^2 verschiedene Vor- 
zeichen, und es ist Mxq = M2X2 — Mi^i = Zmoo. 
Ist die 3/ 2^ -Ebene dann noch so gelegt, dafs MiXi = M2OC2, so 
wird MxQ=^Imx = 0^ mithin .^0 = 0, d.h. der Schwerpunkt 



Fig. 151. 
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liegt in der oryEbene. Ebenso wird allgemein nach Gl. 1, wenn 
lma^ = ist, auch ^0==^! somit hat man den vielfach ange» 
wendeten Satz: 

In Bezug auf eine den Schwerpankt eines Körpers 
enthaltende Ebene ist die Momentensumme seiner 
Massenteile gleich Nall, und umgekehrt 

Ein Körper, dessen Masse M sich gleich- 
förmig über seinen Bauminhalt V (Volumen) 
verteilt, heifst homogen. Das Gewicht y 
der Baumeinheit (des Kubikmeters) heifst 
(S. 55) die Dichte des Körpers; diese ist bei 
einem homogenen Körper überall gleich. Das 
Gewicht des ganzen Körpers ist Mg =yV, das eines 
Kaumteilchens dV ebenso mg^y-dV; mithin 
sind die Massen Jf = V^y\g bezw. m^dV^yig. 
In den Gleichungen für den Schwerpunkt heben 
sich dann die allen Gliedern gemeinsamen Faktoren y:g fort, und 
es bleibt 

3) VxQ=^SdV'X, 

indem statt des Zeichens Z hier das gleichbedeutende /-Zeichen 
gesetzt ist. 

Eine Ebene, die einen homogenen Körper in zwei symmetrische 
Hälften teilt, enthält den Schwerpunkt, weil in Bezug auf sie 
SdV'Cc^O ist. 

Schwerpunkte von Linien. Hat der homogene Körper die 
Gestalt eines dünnen Stabes von überall gleichem Querschnitt F^ 
so ist, wenn die Länge des Stabes «, diejenige eines Teilchens ds^ 
V=F8, dV = F'd8. Es hebt sich dann der gemeinsame Quer- 
schnitt F in allen Gliedern fort, und man hat für einen solchen 
Stab, den man materielle Linie nennt: 

4) 8XQ=Sds'a:; 

und für die anderen Bichtungen entsprechend. 

Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt selbstverständlich 
in der Mitte. 

Bei einer gebrochenen Linie kennt man die Schwerpunkte 8^^ 
8.2 j ... der einzelnen Teile und deren Koordinaten. Es ist dann 

\8^ ~p ^2 "i " • •/ *^Q —" ^1 «^1 ^r ^2 ^2 "• • • • • 

10* 
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Der Sehwerpaskt eines Kreisbogens vom Halbmesser r und 
dem Zentriwinkel 2 a liegt anf der Mittellinie (Fig. 153), zn suchen 
ist nur AS^^ocq. Das Teilchen ds^^r- dd^ 
bei P gelegen, hat von der durch A gelegten 
lotrechten i/x^-Ebene den Abstand x = AQ 
= rcosÄ Es ist Ä=2ra, und es gilt die 
Gleichung 



Fig. 153. 

B 



2r 






'd&. 



AC^"--^^- i 




Denn zählt man den positiven Winkel i? nach 
oben, so entspricht dem unteren Endpunkte D 
der Winkel t> = — a. Jedoch sind die Bei- 
träge der beiden Hälften des Bogens zur 
Momentensumme gleich grofs, so dafs man zwischen d = und 
d = a integrieren und das Ganze mit 2 multiplizieren kann. Weil 
aber (Zsini? = co^iJ-df??, so ist J'cosi?-eZ5 = sintJ, also 



a 

2ra^o = 2r*- sini? =2r^sina, oder 



5) 



smoc 

Xn = r = r 



'0 



a 



2rsina 



Weil nun 2rsina=der Sehne BD, 2ra=dem Bogen 
Bß, so kann das Ergebnis auch geschrieben werden: 

«To : r = Sehne : Bogen. 

Für einen sehr kleinen Bogen ist die Sehne gleich dem Bogen, 

daher a^Q = r; für einen Halbkreisbogen aber a= 72^; sina = 1, 

2 
mithin a^Q = — r = 0,637 r (annähernd ysr). 

Schwerpunkte von Flächen. Hat der homogene Körper die 
Gestalt einer ebenen oder gekrümmten Platte F von überallgleicher 
Dicke d, so wird F=d.jP, dV=^ö'dF, mithin 

6) FxQ^SdF'OC. 

Eine solche Platte nennt man eine materielle Fläche. 

Der Schwerpunkt der Fläche eines regelmäfsigen Vielecks liegt 
natürlich im Mittelpunkte. 



14. Schwerpunkt. Flächen. 
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Eine Dreieckfläche (Fig. 154) läfst sich in sehr viele Streifen, 
parallel zur Grundlinie AB, zerlegen. Weil deren Schwerpunkte 
sämtlich auf der Mittellinie CD 
liegen, so mufs diese auch den 
Schwerpunkt 8 der ganzen Fläche 
enthalten. Mit demselben Rechte 
gilt dieses von der Mittellinie AE. 
Folglich mufs der Schnittpunkt 
der Mittellinien der Schwer- 
punkt S sein. 

Da das Dreieck nur einen Schwerpunkt haben kann, so liegt hierin 
nebenbei der Beweis des geometrischen Satzes, dafs die 3 Mittellinien eines 
Dreiecks sich in einem Punkte schneiden. Wegen der innigen Beziehungen 
zwischen Geometrie und Mechanik kommt es nicht selten vor, dafs Sätze der 
Mechanik in einfacher Weise zur Lösung geometrischer Aufgaben benutzt 
werden können. 

Zieht man D £, so findet man leicht, dafs I}E\\ AC und 
DE = 72 ^C, daher in den ähnlichen Dreiecken SAC und SED: 

80: SD = AO:DE= 2:1, 
oder es liegt /S im unteren Drittelpunkte der Mittellinie CD. 
Nennt man h das Höhenlot von C auf AB, y^ das Lot von 8^ 
so wird offenbar 
7) Vo^Vsh. 

Zieht man SF\\ AB^ so mufs auch BF==^/'öBC sein, und 
ebenso, wenn SG \\ AC, auch CG = ^/3BC. Man kann daher 8 
auch bestimmen, indem man BC in 3 gleiche Teile zerlegt, durch 
den Teilpunkt F eine Parallele zur nächsten Seite AB, durch 
den Teilpunkt G eine Parallele zur nächsten Seite CA zieht 
Beide schneiden sich dann in 8. 

Zwei Mittellinien des Dreiecks, z. B. AE und B H (Fig. 155) 
kann man auch ohne H&lfe eines Zirkels finden, indem man durch 
C eine Parallele z\x AB zieht 
und auf dieser durch BJWAC und 
AK\\BC öie Punkte J und K 
80 bestimmt, dafs CJ=CK=AB 
ist. Zieht man dann AJ, so 
sind AJ und BC die Diagonalen 
eines Parallelogramms ABJC 
und halbieren sich gegenseitig im Punkt E; entsprechendes gilt von 
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BK und AG. Mithin sind AE und BU zwei Mittellinien des 
Dreiecks ABG. 

Das Trapez läfst sieb, wie das Dreieck, in lauter Streifen, 
parallel den Grundlinien a und h zerlegen, weshalb der Schwer- 
punkt auf der Mittellinie des Trapezes liegen mufs. Um seine 
Höhenlage zu finden, teile man das Trapez (Fig. 156) durch eine 
Diagonale in zwei Dreiecke 

AGD = F,, ABG^F^. z,^^^ r 

Von AB = a aus gemessen, sind dann 
die Höhenabstände der Teilschwerpunkte Ä 

Vi == ^l'^M y-i = Vs A. Nach der Gleichung j 

Fyo^F,y,+F^y^ -^i 

wird also 

V2 {a + h) hy^ = V2fc A -2/3*+ V2aA • ^Izh oder 

8) ' (a + %o = |(2& + a) und ^.^^f ^qiy- 

Zur geometrischen Konstruktion (Fig. 157) verlängert man die 

Seite 5 um a, die Seite a nach der ^ig, 157. 

anderen Richtung um h. Die Ver- g 

bindungsgerade der Endpunkte der C-.— ----- /^^f' — 7 

Verlängerungen schneidet dann die "/'^ / / 

Mittellinie in S. Es ist nämlich / z^'^-^/ 

in den ähnlichen Dreiecken SEG / <f/ J ^'^^-^^tm 

und SFH ^ ^ ,^::=^^ 

8F:SE = FH:EG = {h+^/2a):{a+^/2b) = {a + 2b):{2a + b\ 
ferner SF:EF= SF:{SE+ SF) oder 
SF:EF= (a + 2b) : {a + 2b + 2a + b) = (2b + a):3{a + b). 

Dies stimmt mit dem Verhältnis Y\g. 158. 

t/o : h überein, mithin ist die Konstruk- ^ a_ fc ji.__^ 

tion richtig. Trägt man aber die "^'^ 

Verlängerung a nach rechts, die Ver- T^'^d" 

längerung b nach links auf (Fig. 158), ^ 

80 mufs das Ergebnis das gleiche sein. c<^- — ' 5 i-.-^l'^^ 

Man braucht daher die Mittellinie gar 

nicht, sondern verlängert b nach beiden Seiten um a, a nach beiden 
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Seiten um 6, verbindet die Endpunkte der Verlängerungen kreuz- 
weise, so schneiden sich die Verbindungsgeraden in S, 

Obige sehr einfache Konstruktion beansprucht viel seitlichen 
Raum. Sollen die Konstruktionslinien ganz innerhalb des Trapezes 
bleiben, so kann man folgende Eigenschaft des Schwerpunktes S 
benutzen: Nach obigem liegt /9 auf der Halbierungslinie, u.zw. ist 
SF:EF = (26 + a) : 3 (rt + 6). Man 
ziehe .(Fig. 159) die Diagonale AC und y\^, 159. 

dazu durch S' eine Parallele SH. n E ^ 

Zieht man dann noch CG \\ EF, so ist 
AHSFcoACG. Mithin HF: AG 
=:SF:CG und wegen CG = FF: 

HF SF 2h + a 



AG FF 3ia + b)' 
Weil aber AG = y2(a -\- b), so wird 

2b + a a -^ b 2*b + a ^ i ^ ^ ^ ^ — ^ 

3{a + b)~2~"^ 6 ~¥"^ ¥""¥""¥ 3"' 

Da nun AF==^/2a, so mufs AH=^h{a — b) sein. Man ziehe 
also (Fig. 160) I?J\\CB, so dafs AJ=a'-'b^ teile dieses in 
3 gleiche Teile, dann \^i AH=^l^{a — b), Nun zieht man durch 
// eine Parallele zur Diagonale A C. so 

"Piff 160 

schneidet diese Parallele die Mittellinie ^'^t 

EF in S. Macht man BK=AH " 

= V3(« — ^)i SO mufs eine durch K 

gezogene Parallele zur anderen Diagonale 

Bl? aus demselben Grunde durch aS 

gehen. Zieht man also diese Parallele 

KS durch K, so kann man die Mittellinie entbehren. 

Dieses Verfahren rührfc von Prof. G. Lang (Rigaische Industrie-Ztg. 1883, 
S. 126) und Prof. Rob. Land (Zentralblatt der Bau Verwaltung 1894, S.458) her. 
Vergl. auch Zeitschrift des Hannov. Arch.- und Ing.-Vereins 1895, S. 115—117. 

Schwerpunkt eines beliebigen Vierecks. Man ieilt das 
Viereck (Fig. 161) durch die Diagonale BD in 2 Dreiecke, halbiert 
die Diagonale in J/, zieht AM und CM, so liegen auf diesen die 
Teilschwerpunkte S^ und Äg mit MS^ = ^/sMA; MS^^ ^jzMC, 




152 



Zweite Abteilung. Mechanik starrer Körper. 



Fig. 161. 




Aus diesen Verhältnissen folgt, dafs SiS2\\ AC sein muls. Teilt 
man das Viereck ein zweites Mal durch die Diagonale AC, so 
ergeben sich die Teilschwerpunkte S-^ und S^, u. zw. mufs die 
Verbindungsgerade S-^S^ \\ BD sein, gerade so wie 8^82 II AO war. 
Der Gesamtschwerpunkt ^8" des Vierecks mufs nun im Schnitte 
von Si So mit S^ S^ liegen. Zieht 
man nun durch D und C Pa- 
rallelen zu AC bezw. J5/>, und 
schneiden sich diese in F, so mufs 
die Verbindungsgerade JSF durch 
S gehen, und es mufs ES=^ ^/sFF 
sein, da ES^^^^j-^ED, ES^ 
= V3-BC, S^S\\ DF, S^S II CF. 
Denkt man sich aber AF und 
BF gezogen, so würde der 
Schwerpunkt eines Dreiecks ABF 
im unteren Drittelspunkte von EF 
liegen, d. h. mit aS^ zusammenfallen. Hiernach ist der Schwerpunkt 
des Vierecks ABCD gleichbedeutend mit demjenigen des Dreiecks 
ABF. Um ihn zu finden, ist es in diesem Falle wohl am ein* 
fachsten, die Seite AB in drei 
gleiche Stücke zu teilen (Fig. 162), 
2>i^ II AC. CF II BD, GS \\ AF, 
HS\\BF zu ziehen. 

Die Teilschwerpunkte S^ bis 
S'4 in Fig. 161 haben also nur zur 
Herleitung des Verfahrens gedient, 
sind aber für die Ausführung 
unnötig. 

Dies Verfahren rührt von 
Prof. Rob. Land (Zeitschrift des 
Arch.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 
1895, S. 451) her und kann auch für Trapeze angewendet werden, 
da es ebenso einfach ist, wie die in Fig. 159 und 160 (S. 151) 
angegebenen Verfahren. 

Die Dreiteilung von AB in Fig. 162 läfst sich auch ent- 
behren, wenn man den Schwerpunkt S des Dreiecks ABF nach 
Fig. 155 bestimmt. 



Fig. 162. 



F 




14. Schwerpunkt Eieisaneachnitt. BingaiuBcbnitt. 
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Fig. 163. 



SehwerpBnkt des KreiBamscknittes. Schlieiät der beliebige 
Halbmesser A P (Fig. 163) mit der Mittellinie A C den Winkel d 
ein und ist PQA ein nnendlich kleiner 
Aojscbnitt vom ZeDtriwinkel d-d, so ist dessen 
Fläche dF=^/iT-rdd; der Teilschner- 
pnnkt Si liegt nm Vsr von A entfernt und 
hat die Abscisse AQ = Vs»' cos ö. In 
Gleichung 6, S. 148 bedeutet dF freilich ein 
nach zwei Richtungen unendlich kleines 
Flächenteilcheo, doch kann man als Beitrag 
des Sektors PQA zu dem statischen Momente 
schreiben PQA ■ AQ. Dann ist 




Fx.- 



\cos^d&- 



und, weil F=2- 



2 sina 
Fflr sehr kleines a ist ^o= V^^> ^^ ^i^ Halbkreisfläche mit 



10) 



^0=1 



= 0,424 r (rund Vir). 



Schwerpoiikt des BiDgauseehnittes. Der Bingausschnitt ist 
als Unterschied zweier Kreisausschnitte der Halbmesser P und r 
anzusehen. Ist S der Schwerpunkt des grofsen 
Ausschnittes von der Fläche F, so ist AS= x^; ^'»- '^*- 

^3 sei der Schwerpunkt des kleinen Ausschnittes \ 

von der Fläche F^ mit .452=%; -^i sei der ^ , 

Ringausachnitt mit ^ Äf, = ic, . Dann wird y' \. , 

Fx^ = FjXi + F2X2, u.zw. ''^ ' "fe I 

F=R'^a; Fi^rifx; Ft = (R^ — r^)a. \ ^ / 



2 sin o 



und 



U) 



2 M^S sin tu — r^r sin a 

"3 (B^ — r^) a 
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Scbwerpnnkt der Kreisabsehnittfläche. Der Abschnitt F^ 
bildet mit dem Dreieck ABT)^F^ den Ausschnitt ABCD = F. 
Die entsprechenden Schwerpunkts - Abscissen 
seien AS^ = cci^ AS^ = sc^^ AS = x^. 
Dann ist 

u. zw. F= r-a; F^ = r^ sin a cos a; 
Fy = r^ (a — sin a cos a^ ; 

2 sin a 2 , 

XQ=^-^r ; a?2 = -ö-^cosa und 



r^a 



•^1 = 



2 sin a , . 2 

-^r r^ sin a cos a • -^ r cos a 

r- (a — sin a cos a) 

2 r^ sin a (1 — cos^ a) 2 




8- 

A*C~] O-Cr- 



\ 

■ \ 



r^ Sin'* a 



3 r^ (a — sin a cos a) 3 r^ (a — sin a cos a) * 

Es ist aber die Sehne 5 J> = Z = 2 r sin a , also r sin a = V2 1 
mithin o?! =—-—-= , wenn i^^ die Fläche des Abschnittes. 

Man kann auch schreiben 



12) 



i3/i — — 



sin^ OL 



3 a — sin a cos a* 



Für a = V2 ^ wird der Abschnitt wieder zur Halbkreisfläche und 

4 r 

, wie vom Ausschnitte aus abgeleitet. 



«3/1 — ~ 



3 7t 



Schwerpunkt der halben Parabelfläehe. 

(Fig. 166) habe die Gleichung 3/- = 2px. 
Für die Koordinaten des Endpunktes C wird 
darfn h^==2pa, und durch Division entsteht 



r 



X 



a 



Die unendlich kleinen Teilchen des Streifens 
PQ = y ' dx haben gemeinsamen Abstand x 



Die Parabel AC 

Fig. 166. 




14. Schwerpunkt. Parabelfläche. 
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von der ^ Y, können daher za dem Beitrage y - dx^ oa zosammen- 
gefafst werden. Die Fläche ABC=-F v^ 

r ^ fc fv«^ h '1*2 2 ^ 

^0 Vac'o Va o ö 

d. h. V3 von der Fläche des umschriebenen Rechtecks ab. Hier- 
nach wird 

2 5 V. 2 ^ , 
5 /a 5 

13) also ^0 = ^5«, unabhängig von 6. 

Zar Auffindung der Ordinate i/o <^os Schwerpunktes trenne man 
einen Streifen ab, dessen Teilchen den gleichen Abstand y von A B 
haben (Fig. 167). Dann wird 

«^3/0= \{a — ^)dy*y; 

dies wird wegen o? : a = y^ : 6^ : 
2 a f * 



2^ 

3 



Fig. 167. 



= ^{*^jy-^y-jfrf3/} 



14) 



a 


6* b*\ aP 
2 4 4 




3 , 

yo=8ft. 



mithin 




Man hätte auch als Beitrag des Streifens y - dx (Fig. 166) zum 
statischen Moment in Bezug auf AB die Fläche des Streifens mit 
der Schwerpunktshöhe ^/2y multipliziert einführen können, dann wäre 

entstanden. 
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Di« Koordinateo ^r^ und jr, des Schwetpooldva Si der Br- 
gänzuQgs^ur, welche die FarabelSäche zum Rechteck ABOD 
ergänzt (Kif^. 168), fiodet mao leicht, weil 
das Bechteck die Schwerpuokts- Koordinaten ^'g- l^S- 

;Eo = Viö; Vü = V^'' hat: 

x^ ■ ^fsab + 3/5a • ysab ='/2a-ab 1"'^ ^V 

15) Xi = ^/\ea. 
y, ■ ysab + 3/8& . yiab = '/si» ■ ab 

16) J/i^V^ß. 
S',, S uad Sj liegen auf einer Geraden, 

und es ifll S8, = 2-SS.i. 




Fig. 169. 



Schwerpunkt einer Kugelzoneu- Oberfläche. Der unendlich 
kleine Teil der Oberfläche bei l^Q (Fig. 169), entsprechend 
einem Bogenteilcben da des änläeren Kreisee, hat die Gröfse 
dF=^ds ■2nx. Nun bildet da mit dp den- 
selben Winkel & wie AP — r mit AR=x. 
Daraas folgt d a = dy : C03 d = dy ■ r : x imd 
dF=2rxdy, gleich einer Zylinderfläche 
vom Halbmesser r und der Höhe dy. Diese 
Zjlinderfläche bei P^Q^ hat dann dasselbe 
statische Moment wie die Kngelzonenfläcbe. 
Daher mals auch die ganze Zonenfläche 
BCDE gleiche Fläche, gleiches Moment und 
gleiche Schwerpnnktslage haben mit dem ent- 
sprechenden Teile der die Kugel umschlierjen- 
den Zylinderfläche. Da der Schwerpunkt der 
Zylinderfläche in der Mitte der Mittellinie li^t, 
so liegt anch derjenige der Kngelzone in der Mitte von GH. 
Die Bechnung ffihrt zn gleichem Ergebnisse: 




2 r n- (yj — y,) j/o = 2 j-n- U . d?/ = 



'^ (.y\ — .vf) ; 



17) y.=ä^. 

Gleiches gilt von der Oberfläche der Kugelfaaube. 



14. Schworpunkt. Dreiseitige Pyramide. 
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Schwerpunkt des Körpers der dreiseitif^en Pyramide. Darch 
Schnitte, parallel mit der Grundfläche ABC (Fig. 170) läfst sich 
die Pyramide in dreieckige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte 
durchweg auf der Verbindungsgeraden zwischen der Spitze D und 
dem Schwerpunkte G der Grundfläche 
liegen. Die Linie DG enthält daher den 
Gesamt Schwerpunkt S. Der Punkt G 
wird erhalten, indem man BC ir\ E 
halbiert, AE zieht und EG= ^zEA 
macht. Betrachtet man in gleicher Weise 
BCD als Grundfläche, zieht DE mit 
EH=^/sDEj so mufs der Schwer- 
punkt auch auf AH liegen. DG und 
AH schneiden sich in S. Weil EG 
= V3 EA, EH= V3 ED, isiGHWAD 
und = yzAD. Daher ist SGHoo SDA, SG = Va SD = V^ GD. 
Teilt man also die Gerade von der Spitze nach dem Schwerpunkte 
der Grundfläche in 4 gleiche Teile, so ist der der Grundfläche 
zunächst liegende Teilpunkt der Schwerpunkt S. fn demselben 
Verhältnis 1:4 wie SG:GD stehen auch die Höhenlote 3/0 
und Ä, von dem Schwerpunkte S und der Spitze D auf die Grund- 
fläche gefällt; 




18) 



1/0 = V4Ä. 



Eine vierseitige Pyramide (Fig. 171) läßt sich in lauter 
ähnliche und ähnlich liegende Scheiben zerlegen. Daher mufs der 
Gesamtschwerpunkt S wieder liegen auf der 
Geraden von der Spitze E nach dem Schwer- 
punkte G der Grundfläche. Zerlegt man 
die Pyramide in zwei dreiseitige mit der 
gemeinsamen Spitze E und der Höhe h, so 
liegt der Schwerpunkt jeder in der Höhe 
y^ = 1/4 h über der Grundfläche, daher auch 
der Gesamtschwerpunkt S in dieser Höhe 
3/ft = 74 A . Es ist also GS=y4GE. 
OiFenbar gilt dies auch für die Körper viel- 
seitiger Pyramiden und Kegel: der Schwerpunkt liegt im unteren 
Viertelpunkte der Geraden vom Schwerpunkte der Grundfläche 
nach der Spitze. 
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Eig. 172. 



Scbwerpnnkt des HalbkngelkSrpers. Schneidet man eine 
zylindrische Scheibe PQ (Fig. 172) vom Halb- 
messer y im Abstand x vom Mittelpunkt A 
heraus, so haben deren Teilchen durchweg den 
gleichen Abstand x von der durch A gelegten 
^/e- Ebene. Man kann daher den Inhalt der 
Scheibe zu dV = y^n:-dx zusammenfassen mit 
dem Momente dV*x = y'^7t*dx'X^ und hat: 



^/zr^nx^ 






X'dx, 




Um unter dem Integralzeichen eine Differential-Funktion von x zu 
erhalten, mufs man y'^ =^r^ — x'^ setzen. Dann wird 

^/'sr^JTXQ = ^1 (r^ — X') X'dx = r^7t \ X'dx — 7t \ x^dx 



19) 



1/2 r^ JT — V* r* JT = V4 r^ ^, also 

'o 



Xo^^sr. 



Satz von Pappns und ßnldin. Die Lehre vom Schwerpunkte 
war schon Archimedes (287—212 v.Chr.) bekannt. Der alexandri- 
nische Gelehrte Pappus benutzte gegen Ende des dritten oder vierten 
Jahrhunderts n. Chr. die Schwerpunkte ebener Kurven und Flächen 
zur Berechnung von Umdrehungsflächen und -Körpern. Der be- 
treffende Satz wurde vom Jesuitenpater Quldin aus St. Oallen 
1635 n. Chr. weiter verwertet und 
heifst danach der Satz von Pappus 
und Quldin. 



Fig. 173. 



X, 



1) Dreht sich eine ebene Kurve 
AB (Fig. 173) um eine in ihrer 
Ebene liegende Achse CI), so 
entsteht eine Umdrehungsfläche. 
Ein Bogenteilchen ds mit dem 
Drehungshalbmesser x erzeugt eine 
Fläche dF=dS'27tx. Der In- 
halt der ganzen erzeugten Umdrehungsfläche ist daher 

F=^27tfds'x, 





14. Schwerpunkt. Galdinische Begeh 
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Weil nun nach der Lehre vom Schwerpunkte (S. 147, Gl. 4) 
J ds ' x=^ 8Xq^ 80 wird 

20) F=^2nxQ8. 

Darin bedeutet oo^ den Drehungshalbmesser der Schwerpunktes S 
der erzeugenden Kurve von der Länge AB== s. 

2) Dreht sich aber eine 
ebene Fläche um eine in ihrer ^^^- ^^^• 

Ebene liegende Achse (Fig. 
174), so erzeugt ein Flächen- 
teilchen dF= dx ' dy mit 
dem Halbmesser oc einen Ereis- 
ring vom Inhalte 

dV =[{x + dxy^ — X'\7t * dy = d (x-) Jt • dy 

= 2x ' dx ' n ' dy = 2 nx ' dx - dy ^^ 2 nx • dF. 
Der ganze Umdrehungskörper wird sonach V=^2nSdF - x^ oder, 
weil (S. 148, Gl. 6) /eiF . <r = Fx^, 

21) F=2^2;r^o» 
daher der Pappus-Guldin*sche Satz: 

Der Inhalt einer Fläche, welche durch Drehung 
einer ebenen Kurve um eine in ihrer Ebene liegende 
Achse entsteht, ist gleich der Länge der Kurve mal 
dem Drehungswege 2;r^o ihres Schwerpunktes. — Der 
Inhalt eines Körpers, welcher durch Drehung einer 
ebenen Fläche um eine in ihrer Ebene liegende Achse 
entsteht, ist gleich der Fläche mal dem Drehungswege 
ihres Schwerpunktes. 



Beispiel] : Dreht sieb nach Fig. 175 ein Hai bk reisbogen am die Achse OD, 
60 ist nach S. 148 

Fig. 175. 



Fig. 176. 





a;o = a + 2 — , mithin F = r7r(a + 2 — )2;r = 2ra;r« + 4r-7r. 

TZ \ TT / 

Der letzte Snmmand ist die Eageloberfläche, welcbe für a = entsteht. 
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Darch Drehung der Halbkreisfläche entsteht ein Körper (Fig. 176) 

Der letzte Summand bezeichnet den Inhalt des Kugelkörpers, welcher für 
a = entsteht. 



Bcigpiel 2 : Der Inhalt eines Umdrehungs-Paraboloides 
(Fig. 177) ist leicht zu finden zu 

TZ f 2 j ^^ f'j ^^^^ 

V= Xy^Tüdx = t: — \xdx = — ^ — , 

gleich der Hälfte des umschliefsenden Zylinders. Daraus 
läfst sich nun die Schwerpunkts-Ordinate ^q ^^^ halben 
Parabelfläche berechnen: 

V« b^at: == 73 a 6 2 jryo j 
mithin yo = V« ^, wie auf S. 155 gefunden. 



Fig. 177. 




15. Zeichnerische Ermittelung des Schwerpunictes 

einer ebenen Fläche. 

Man zerlegt die gegebene Fläche in Teile, deren Inhalte and 
Schwerpunkte sich leicht bestimmen lassen, denkt sich in den ein- 
zelnen Schwerpunkten an- 
greifend die Einzelflächen als 
parallele Kräfte, einmal in 
einer, sodann in einer an- y 



Fig. 178. 
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deren (etwa zur ersten senk- 
rechten) Sichtung wirkend 
und bestimmt vermittelst je 
eines Kraft- und Seilecks für 
beide Kraftrichtungen die 
Bichtungslinien der Mittel- 
kraft. Beide müssen den 
Schwerpunkt der Gesamt- 
fläche enthalten, der damit 
gefunden ist. 

In Fig. 178 und 179 
ist die in der beschriebenen 
Weise erfolgte Ermittelung des Schwerpunktes je einer aus ein- 
zelnen Bechtecken bestehenden Fläche (etwa Frofilflächen eiserner 
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Träger) dai^est«llt Die Schwerpunkte der Einzelflflchen werden 
in den Schnittpunkten der Diagonalen erhalten. 

In Fig. 178 sind die als Er&fte gedachten EinzeUäcben F,, 
Tj und F^ in den Teilscbwerpnnkten einmal senkrecht and einmal 
wagerecht snf^enoniinen. In Fig. 179 di^^n sind w^en des 



Fig. 179. 
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geringen senkrechten Abstmides der Teilschwerpnnkte ^ und S^, 
um eine klarere Figur zu erhalten, die Kräfte Fi , F^ und F3 ein- 
mal senkrecht und einmal in zweckentsprechender Neigung ange- 
nommen. In beiden Fällen ist die Zeichnung eines Kraftecks nur 
ffir die senkrechte Richtung der Kräfte Fi , F^ and F3 erforderlich, 
wenn man die der zweiten wagerechten oder geneigten Kraftrichtung 
entsprechenden Seilecksseiten nnter gleichem Winkel gegen die Pol- 
strahlen richtet, wie ihn die beiden Kraftriebtungen miteinander 
einschließen, etwa 90° oder 45*^. 

In den Kraftecken erscheinen die Flächen als Kräfte durch 
gerade Linien ansgedrQckt. Man hat sich daher bei Darstellung 
derselben zunächst Ober einen entsprechenden Mafsstab zu entscheiden, 
indem man festsetzt, wieviel Flächeneinheiten durch eine Längen- 
einheit ausgedritekt werden sollen. Drückt man bmspielsweise 



Kasl, Machuik 1. 
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Fig. 180. 



5 Flächeneinheiten durch eine Längeneinheit ans, so würde ein 
Bechteck vom 10 ^"^ Länge und 2 ^^ Breite dur^h eine Linie von 

— -1— = 4 em Länge darzustellen sein, d. h. alle Flächen sind in 
5 

Rechtecke von derselben Grundlinie 5^"^ zu verwandeln und als 
Kräfte durch die entsprechenden Höhen darzustellen. Bei der 
zeichnerischen Behandlung kann man ohne Bücksicht auf bestimmte 
Einheiten für alle Einzelflächen, als Bechtecke 
gedacht, eine Grundlinie von beliebiger Länge 
a annehmen und nach Mafsgabe der Fig. 180 
die entsprechende Höhe durch Zeichnung er- 
mitteln. Ist AB CD die gegebene Teilfläche, 
AE=^ a die gewählte Grundlinie, so ist, wenn 
man Emit B verbindet und durch D DF\i EB 
zieht, Ä F die die Fläche darstellende Höhe /i, 
denn es ist AD: AE^ AF: AB und daher 
AD' AB = AEAF=a • h. 
Ist die Fläche, von welcher der Schwerpunkt zu bestimmen ist, 
krummlinig begrenzt, so hat man sie in Streifen von so geringer 
Breite zu zerlegen, dafs diese mit genügender Genauigkeit als 
Bechtecke angesehen werden können. 
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16. Arbeit der Schwerkräfte an einer beliebigen 

Massengruppe. 

Der Schwerpunkt wurde im vorhergehenden als der Mittelpunkt 
der Schwerkräfte eines starren Körpers oder sonstiger, über die 
Masse eines starren Körpers gleichmäfsig verteilter Massenkräfbe 
gleichen Sinnes bezeichnet. Aber auch fßr Körper veränderlicher 
Form, ja selbst für beliebige Gruppen von Massen (mit oder ohne 
gegenseitige Verbindung) nennt man den irgend einer gegenseitigen 
Lage der Masisenteilchen entsprechenden Punkt mit der Eigenschaft: 



2^mx 

^0 — V . » 



1'. 



I 



m z 



2!m 



Zm Zm 



den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt. 

Sind m^, m2, ... mn (Fig. 181) einzelne Massenpunkte oder 
einzelne starre Körper, die zusammen einen starren, oder einen der 
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Form nach veränderlichen Körper, oder eine beliebige Massengruppe 
bilden, nnd wirkt auf diese die Schwere in der Bichtung der 
jsr-Achse, so verrichtet die Schwere bei einer 
unendlich kleinen Verrückung, bei der sich ^^^* ^^** 

ein Massenteil m so bewegt, dafs z um dz ^"T J*« j^ ;^ ; ^ 
zunimmt, eine Arbeit mg 'dz. Die Arbeits- ^' "» A Ö j'^* 

summe der Schwerkräfte an allen Massen- O ^^ 

teilchen ist dann 

d8 = ^(>W| dzi + m2dz2 + . . . + mdz) = g Zm*dz, 

Nun ist aber mi^i + W2Z2 + • • • + mz = ^mz = ZQ^Jm, also, 
weil bei einer Verruckung die Massen m unveränderlich, die 
i:- Werte aber veränderlich, IJm*dz = dzQÜm; mithin ist 

22) d^ = g'dzQ2!m = dzQÜmg. 

Die Arbeitsumme der Schwerkräfte an einer 
beliebigen Massengruppe berechnet sich gerade so, 
als ob die ganze Masse 2*^ der Oruppe in ihrem 
Schwerpunkte zu einem Massenpunkte vereinigt wäre. 

17. Der Satz d'Alembert's. 

Greift an einem Punkt m einer Massengruppe (Fig. 182) eine 
äufsere Kraft K an, so würde der Punkt, wenn er frei wäre, im 
Sinne von K eine Beschleunigung K: m 
erfahren. Die übrigen Punkte der ^^^- ^^^v 

veränderlichen oder unveränderlichen /^ \ -S^-^— ^ 

Massengruppe werden aber ebenfalls auf / ^j/^^^^^k^'^ 

die Bewegung von m einwirken, also / ..^— Y 

Kräfte, die sog. inneren Kräfte, auf m l / 

ausüben, deren Mittelkraft S sein möge. \^ ^^^ 

Durch S ist der Einflufs der übrigen 

Punkte völlig ausgedrückt; nach Anbringung dieser Kraft verhält 
sich also der Punkt m wie ein freier. Nennt man daher p die 
wirkliche Beschleunigung des Punktes m, so mufs die dazu 
erforderliche Kraft mp die Mittelkraft aus K und S darstellen^ 
oder man kann schreiben 

m/> ^ K^ S. 

Ist aber mp die Mittelkraft von K und S, so würde das 
Entgegengesetzte von mp , die Kräfte K und S aufheben, was man 

11* 
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schreiben kalin: JT, 5, — mp^O. Diese Kraft — mp^ die dem 
Etotgegengesetzten der Beschleanigung p des Punktes m entspricht, 
nennen wir seine Ergänzungskraft, ebenso wie es bei der 
Betrachtang der scheinbaren Bewegung bezw. Buhe eines Punktes 
(S. 84 u. 88) geschah. (Es ist ja auch ein Massenpunkt in schein- 
barer Buhe in Bezug auf einen Baum, der sich mit der Oesch windig- 
keit und Beschleunigung des Punktes verschiebt.) 

Dies Tilgen der Kräfte K, S und — mp findet an jedem 
Massenpunkte statt; daraus folgt dann auch ein gegenseitiges Auf- 
heben der Oesamtheit der entsprechenden Kräftegruppen an der 
ganzen Massengruppe, d. b.: 

Die Gruppe der sämtlichen Ergänzungskräfte | — mj^] (mit der 
eckigen Klammer als Gruppenzeichen) hebt die beiden Gruppen der 
äufseren Kräfte IK] und der inneren Kräfte [S] auf. 

Die auf S. 96 — 162 entwickelten Lehren über die Gleichwertig- 
keit und Zusammensetzung der Kräfte gelten einstweilen nur für 
Kräfte an starren Körpern. Wenn aber an einer veränderlichen 
Massengruppe jeder Massenpunkt der Einwirkung von drei Kräften 
unterworfen wird, die sich aufheben oder im Gleichgewichte halten^ 
so wird in diesem Gleichgewichtszustände der Kräfte jedes Punktes 
auch dadurch nichts geändert werden, dafs man die Punkte in starre 
Verbindung bringt. Wenn man also die drei Kräftegruppen [ — mp}, 
IK], [S] nach den Lehren über die Zusammensetzung der Kräfte 
an starren Körpern zu einer Mittelkraft B und einem Achsenmoment 
äR vereinigt, so müssen B und 9K gleichzeitig Null werden. Die 
inneren Spannkräfte S wirken aber zwischen je zwei Punkten nach 
dem Gesetze der Wechselwirkung gleich und entgegengesetzt und 
heben sich daher bei der Zusammensetzung aller Kräfte zu je zweien 
auf, so dafs die Gruppe der inneren Kräfte [ä] überhaupt ver- 
schwindet. Daraus folgt der Satz, welchen d'Alembert (1717 — 1783) 
im Jahre 1743 in etwas anderer Fassung aufgestellt hat: 

An einem starren Körper oder auch an einer 
veränderlichen Massengruppe heben die gesamten 
Ergänzungskräfte [— wj?] die Gruppe der äufseren 
Kräfte [K} auf, wenn die Zusammensetzung der Kräfte wie an 
einem starren Körper erfolgt. 

Mit Hülfe dieses Satzes läfst sich leicht die Frage beantworten, 
unt^t welcher Bedingung ein starrer Körper eine rein fort- 
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schreitende Bewegung, sog. Verschiebung ausführen kann. 
Bei einer Verschiebung haben alle Punkte des Körpers in einem 
Augenblicke gleiche Geschwindigkeit und Beschleunigung; nennt 
man die gemeinsame Beschleunigung p^ so bilden die Ergänzungs- 
kräfte [^mp] eine Eräftegruppe, die sich gleichmärsig Ober die 
Masse des Körpers verteilt. Die Kräfte haben eine durch den 
Schwerpunkt gehende Mittelkraft — Mp, und diese mufs von den 
äufseren Kräften aufgehoben werden. Erkennt man also, dafs ein 
Körper eine reine Verschiebung erfährt, so kann man daraus 
schliefsen, dafs die Mittelkraft aller auf ihn wirkenden äufseren 
Kräfte durch den Schwerpunkt gehen und von der Gröfse + Mp 
sein mufs. umgekehrt genügt aber das Wirken dieser Kraft 
noch nicht zur Erzeugung einer Verschiebung, sondern es ist dazu 
noch erforderlich, dafs der Körper auch zu Anfang keine Dreh- 
bewegung hatte. 

18. Satz von der Bewegung des Schwerpunktes. 

Die Ergänzungskraft — mp hat nach der o?- Richtung eine 
Seitenkraft — mp^, die Seitenkraft einer äufseren Kraft K in der 
«r- Richtung sei J^cosa, dann mufs nach d*Alembert*s Satze sein: 

IK cos a — ^mpx = 0, 
oder, wenn man 2'Z'co3a = JT setzt, 

^mpx = -3r. 
Bezieht man nun die Punkte des Körpers auf ein festes Achsen- 

kreuz, so ist dxidt die Geschwindigkeit, -j-^ die Beschleunigung 
in der ^-Richtung (S. 28), also 

1) 2m^^ = A. 

Nach der Lehre vom Schwerpunkt ist Smx = Mxq und, weil x 
und cTo mit der Zeit t veränderlich sind. 



dx .,, dxQ 



1 '' 



2) Im^=-M 



dt, dt ' 

2'm^ = 3f ^; mithin wird (Gl. 1) 



3) Ji/ ^ = .Y. 



df- dt' 

df 
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Darin bedeutet -7-^ die Seitenbeschleunigung des Schwerpunktes 

in der Bichtung der o?- Achse. Dieselbe Beziehung gilt aber auch 
ffir einen einfachen Massenpunkt von der Masse Jf, der sich unter 
Einwirkung der äufseren Kräfte K bewegt, und zwar gilt dies für 
jede Achsenrichtung. 

Also: Der Schwerpunkt eines Körpers oder einer be- 
liebigen Massengruppe bewegt sich genau so, als ob die 
ganze Masse des Körpers oder der Gruppe in ihm ver- 
einigt wäre und als ob sämtliche äufsere Kräfte (parallel 
verschoben) an ihm wirkten. Die inneren Kräfte haben 
hiernach auf die Bewegung des Schwerpunktes keinen 
Einflufs. 

Durch diesen Satz bekommt die Mechanik des Massenpunktes 
eigentlich erst ihr grofses Anwendungsgebiet. Da es einen einzelnen 
Massenpunkt von verschwindend kleinen Abmessungen in aller Strenge 
nicht gibt, so konnte es bisher scheinen, als ob die Lehren 
von der Bewegung des Massenpunktes für die Anwendung ziemlich 
wertlos seien. Aus vorstehendem Satz aber erkennt man, dafs di& 
Lehre von der Bewegung des Massenpunktes auch für Körper 
ihre Bedeutung hat, insofern sie die Bewegung des Schwerpunktes 
richtig darstellt. Eine aufserdem etwa noch vorkommende Drehung 
um den Schwerpunkt kann dann noch besonders untersucht werden 
und bildet eine Ergänzung oder Vervollständigung der ganzen Aufgabe, 
nicht aber eine Berichtigung. In vielen Fällen kann man auch auf 
diese (häufig schwierige) Ergänzung der Lösung verzichten und sich 
mit der Kenntnis der Bewegung des Schwerpunktes begnügen. 

Ein Kräftepaar wird bei der Verschiebung der Kräfte an den 
Schwerpunkt zwei Kräfte liefern, die sich aufheben. Kräftepaare 
haben hiernach keine Einwirkung auf die Bewegung 
des Schwerpunktes, sondern beeinflussen nur die Drehung 
des Körpers um den Schwerpunkt. 

19. Satz der Arbeit. 

Auf einen Massenpunkt eines Körpers wirkt aufser der äufseren 
Kraft K eine innere Kraft S. Diese verrichten bei einer Bewegung 
des Körpers die Arbeiten ^k and %. Sind c und v Anfangs- und 
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Endgeschwindigkeit des Punktes, so ^gilt für den Massenpunkt 
^/2 7nv^ — ^/2mc^ = ^k + %^ denn an dem Massenpunkt m kann 
(nach S. 43) lür die Arbeit der Mittelkraft aus K und S ohne 
weiteres die Arbeitssunoime der Einzelkräfte gesetzt werden. Stellt 
man diese Oleichung für sämtliche Massenpunkte auf, so ergibt 
sich durch Zusammenzählen: 

Oder die Zunahme des ganzen Körpers an Arbeitsvermögen ist 
gleich der Arbeitssumme der äufseren und der inneren Erätte. 
Es läfst sich zeigen, dafs die Arbeit der inneren Kräfte für einen 
starren Körper Null ist. 

Die inneren Kräfte treten zwischen je zwei Massenpunkten 
paarweise gleich und entgegengesetzt auf. Betrachten wir ein 
Paar solcher Massenpunkte m und 
mi (Fig. 183) mit den inneren ^^- ^^^• 

Kräften S^ welche beispielsweise 
gegenseitige Anziehungskräfte sein 
mögen, und nehmen wir an, dafs 
sich die Punkte \xm de bezw. ds^ 
bewegen. Zerlegen wir dann die 
Kräfte S in JT, F, Z; ds in die 

Projektionen da^, dy, dz; dsy in dx^^ ^Vi^ ^^i» s^ ^i'd an m 
die Arbeit verrichtet: Xdx + Ydy + Zdz^ an mi aber 
— {Xdoci •{- Ydyi + Zdzi). Die Arbeitssumme an beiden 
Punkten ist also 

d%= — [jr'd(x^ — .r)+ Y'diy^ —y) + Z-diz^ — ^)}. 

Bildet aber 8 mit den Achsenrichtungen die Winkel «, i^, /, so 
ist, wenn x^ y^ z bezw. x^^ yi, z^ die Koordinaten von m und mj, 
a ihre Entfernung: 



«W^^l^'^'^ >' 




a 

-c^Vi—y 



a 



Z=5cos/ = Ä-^ ^ 



a 
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Daher kann man schreiben: 

d«i = -^^{(^i - ^? + (y, - yf + {z, - zf), oder, 
weil a7j — x% y\ — y und z^ — z die drei Projektionen von a: 

d%i = — r— d (a-) = — :z— 2a - da = — S ' da. 
2a Za 

Ist also der Abstand a der beiden Punkte veränderlich, so 
verrichten die inneren Kräfte S eine Arbeit; dies wird gelten für 
elastisch-feste Körper, die während der Betrachtung ihre Form 
ändern. Für starre Körper aber ist c^ a ~ , mithin auch 
d«,. = 0. Also: 

Bei starren Körpern ist die Zunahme an Arbeits- 
vermögen gleich der Arbeitsnmme der äafseren Kräfte 

Hatte ein starrer Körper zu Anfang keine Bewegung, war die 
Geschwindigkeit aller Punkte Null und überläfst man ihn der 
alleinigen Einwirkung der Schwere, so fuhrt er (nach S. 164/65) eine 
lotrechte Verschiebung aus, bei welcher der Schwerpunkt und 
somit auch jeder andere Punkt eine lotrechte, gleichförmig 
beschleunigte Fallbewegung hat. Die Arbeit der Schwerkräfte 
richtet sich (S. 163) allein nach der Senkung h des Schwerpunktes und 
beträgt Mgh. Da in einem Augenblicke sämtliche Punkte dieselbe 
Geschwindigkeit haben, so ist einfach ^/^Mv^ — ^/^Mc^ =z^Mgh^ 
genau wie beim Massenpunkte. 

Wird der Körper aber in schräger Bichtung so fortgeworfen, 
dafs zu Anfang die Bewegung ebenfalls ohne jede Drehung erfolgt, 
dafs also sämtliche Punkte die gleiche Geschwindigkeit c haben, 
so mufs (unter Vernachlässigung des Luftwiderstandes) die weitere 
Bewegung ebenfalls eine Verschiebung sein, und zwar wird der 
Schwerpunkt, und damit jeder andere Punkt, die Wurfparabel 
(S. 49) beschreiben, genau wie ein einfacher Massenpunkt 
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II. 1. Grleicligewiclit starrer Körper. 

1. Gleichgewichts-Bedingungen. 

Man bezeichnet einen Körper als im Oleichgewichte befindlich, 
wenn seine sämtlichen Massenpunkte im Oleichgewichte sind, d. h. 
eine geradlinig-gleichförmige Bewegung ausfuhren, oder (als Sonder- 
fall) in Buhe sind; in letzterem Falle haben sie weder Oeschwindig- 
keit noch Beschleunigung. Solcher Oleichgewichtszustand besteht 
offenbar, wenn der Körper eine gleichförmige und geradlinige Ver- 
schiebung erleidet, u. zw. ist eine derartige Verschiebung auch die 
einzige Möglichkeit des Oleichgewichtes. Man könnte vielleicht 
meinen, dafs die Punkte eines Körpers sich auch geradlinig bewegen 
könnten, ohne dafs diese Bahnlinien notwendig einander parallel 
sein müfsten, doch läfst sich zeigen, dafs dies bei starren Körpern 
nicht möglich ist 

Denkt man sich den Punkt B (Fig. 184) längs einer Oeraden 
A Y, den Punkt C längs einer Oeraden A X geführt und haben 
B und Q eine unveränderliche Entfernung, 
so wird ein beliebiger Punkt P der Ver- 
bindungsgeraden, der von ^ und C um a 
bezw. h absteht, eine Ellipse beschreiben. 

Nennt man nämlich die auf A X und 
A Y bezogenen schiefwinkligen Koordinaten 
des Punktes P oc und y, setzt AB — y = u, 
AG — ^ = V, so ist in dem Dreiecke BPQj 

«2 == 1^2 _j_ ^2 — 2WÄ?C0S a. 

Ferner ist nach der Figur u:y = a:b; setzt man dies ein, so wird 

€L GL 

«2 = — y2 _j_ ^2_2_ya7COSa, 

oder l = ^ + -:r — 2^ — cosa. 

0- a- a 

Dies ist die Oleichung einer Ellipse. Führt man also 2 Punkte 
A und B eines starren Körpers in nicht parallelen Oeraden, so 
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bewegen sich die sonstigen Pankte der Gemden AB nicht in 
geraden Linien. Nur wenn die Führungslinien der Punkte A und B 
parallele Gerade sind (Fig. 185), beschreibt auch jeder andere 
Punkt der AB eine Gerade. Ein Körper ist also nur im Gleich- 
gewichte bei einer gleichförmig -geradlinigen 
Verschiebung oder beim Ruhezustande (Ver- ^^^- ^^^• 
Schiebung mit der Geschwindigkeit und Beschleu- 
nigung Null). Hierbei haben alle Massenpunkte 
die Beschleunigung Null, es sind mithin alle Er- 
gänzungskräfte Null. Nach dem Satze d'Alembert's 
(S. 163) müssen sich also sämtliche äufsere 
Kräfte schon unter sich allein aufheben. 

Umgekehrt folgt aber aus dem gegenseitigen Aufheben der 
äufseren Kräfte noch nicht, dafs der Körper im Gleichgewichte sei; 
vielmehr mufs dazu aufserdem noch die Bedingung erfüllt sein, dafs 
der Körper auch zu Anfang keine Drehbewegung hatte. Ist im 
Anfange Buhe oder gleichförmige geradlinige Verschiebung, also 
Gleichgewicht, vorhanden, so wird dieses andauern, solange sich die 
äufseren Kräfte aufheben. Etwaige äufsere Kräfte lassen sich am 
starren Körper auf eine Mittelkraft B und ein Achsenmoment äR 
zurückführen; und weil E und Tl im allgemeinen nicht vereinigt 
werden können, so ist zum Aufheben der gegebenen Kräfte erforder- 
lich, dafs gleichzeitig B = und 3W = sei, und dies ist nach 
Gleichung 1, 2, 3, 4, 6 (S. 136) nur möglich, wenn 

1) i;35:cosa = 0; 2) lKeosß=-0; 3) IKcosy^^O; 

4)8», = 0; 5)aRy = 0; 6)aR, = 0. 

Mit Bücksicht auf die Bedeutung von ^a: u- s. w. nach S. 138 kann 
man also aussprechen: 

Die an einem starren Körper wirkenden Kräfte heben sich auf, 
wenn in Bezug auf ein beliebiges Achsenkreuz 

1. die algebraische Summe der bei rechtwinkliger Zerlegung 
parallel zu jeder Achsenrichtung fallenden Seitenkräfte Null ist, 
und wenn zugleich 

2. die algebraische Summe der Momente der Kräfte in Bezug 
auf jede der Achsen Null ist. 



2. Gleichgewicht aufgehängter Körper. 171 

Für Gleichgewicht haben also die äafseren Kräfte im allge* 
meinen sechs Bedingungen zu eri&llen. 

Liegen die Kräfte aber durchweg in derselben Ebene, so wähle 
man diese zur ^3/ -Ebene; es fällt dann die 61. 3 (S. 136) aus, 
weil in der ^-Bicbtung überhaupt keine Seitenkräfte sich ergeben; 
auch die Momentengleichungen 4 und 5 fallen fort, weil die in der 
071/ -Ebene liegenden Kräfte in Bezug auf die x- und ^^-Achsent 
welche mit ihnen in derselben Ebene liegen, keine Momente haben 
(S. 100). ^z bedeutet dann die Momentensumme für einen beliebigen 
Punkt der Kräfteebene. Aufserdem wird noch cos ^3 = sin a, und 
es verbleiben die drei Bedingungen (vergl. auch S. 110/111): 

7) 2^i:co8a = 0; 2KÄua=^0^ m, = 2Kl==0. 

Liegt die cv- Achse wagerecht, die 3/ -Achse lotrecht, so heifsen die 
Bedingungen in Worten: 

Die algebraische Summe aller wagerechten Seiten- 
kräfte, die algebraische Summe aller lotrechten 
Seitenkräfte und die Momenten&umme für einen be- 
liebigen Funkt der Ebene müssen Null sein. 

2. An einem Punkte befestigter Körper. 

Ist ein Punkt A eines starren Körpers unwandelbar befestigt 
und soll der Körper in Buhe bleiben, so mufs der Punkt eine 
Widerstandskraft W leisten, welche den sonstigen an dem Körper 
auftretenden Kräften das Gleichgewicht hält. Sind diese Kräfte 
nur Schwerkräfte, so lassen sie sich zu dem durch den Schwerpunkt 
S gehenden Gesamtgewichte Q zusammensetzen. Es mufs daher 
W genau das Entgegengesetzte von Q sein. 
Daher mufs der Befestigungspunkt A in der Fig. 186. 

Schwerpunkts - Lotrechten des Körpers liegen. 
Hierbei verhält sich aber der Körper, wenn er 
durch eine Drehung um A aus der Gleichgewichts- 
lage gebracht wurde, verschieden, je nach der / 
Höhenlage des Befestigungspunktes A. ( 

Lag nämlich beim Ruhezustände der Be- 
festigungspunkt A oberhalb des Schwerpunktes 
(Fig. 186), so kann der aus der Buhelage in die 
punktierte schräge Lage gebrachte Körper, wenn man ihn losläfst 
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Fig 187. 



nicht mehr im Gleichgewichte sein, weil Q nicht durch A hindarch- 
geht. Vielmehr dreht sich nun der Körper um den Befestigangs- 
punkt und kommt (nach einer gewissen Anzahl Schwingungen) erst 
wieder zur Buhe, wenn er die ursprüngliche Lage wieder erreicht 
bat. Er kehrt also unter Einwirkung der Schwere in den froheren 
Gleichgewichtszustand zurück, deshalb nennt man diesen einen 
sicheren (stabilen) Gleichgewichtszustand. 

Im Buhezustande geht hiernach die Schwerpankts-Lotrechte durch den 
Aufhängepunkt. Hängt man daher einen Körper nacheinander in yerschiedenen 
Punkten Ä und B auf, so bestimmt sich dadurch in jeder Buhelage eine Gerade, 
die den Schwerpunkt enthalten mufs. Mittels zweimaliger Aufhängung kann 
also der Schwerpunkt eines Körpers durch Versuche gefunden werden. 

Lag der Befestigungspunkt A lotrecht unter dem Schwer- 
punkte (Fig. 187), so kann der Körper nach einer seitlichen Ver- 
drehung nicht wieder von selbst in die ursprüng- 
liche Lage zurückkehren, vielmehr entfernt sich 
der Körper gänzlich aus der früheren Lage und 
sucht sich eine neue sichere Gleichgewichtslage, 
wobei der Schwerpunkt unterhalb S zu liegen 
kommt. Der anfängliche Zustand heifst dabei ein 
unsicherer (labiler) Gleichgewichtszustand; der- 
selbe kann nur durch vorsichtiges Balancieren 
erhalten werden. Unentschieden (indifferent) 
heifst der Zustand, wenn der Befestigungspunkt A mit dem Schwer- 
punkte zusammenfällt (Fig. 188). In diesem Falle besteht bei jeder 
Eichtung des Körpers Gleichgewicht. 

Zu beachten ist noch, dafs im sicheren Gleich^ 
gewichte der Schwerpunkt so tief wie möglich liegt, 
dafs bei einer Verdrehung aus derselben der Schwer- 
punkt gehoben werden mufs, wozu ein äufserer 
Arbeitsaufwand nötig ist Beim unsicheren Gleich- 
gewichte liegt der Schwerpunkt so hoch wie möglich. 
Bei einer Störung desselben verrichtet die Schwer- 
kraft positive Arbeit und erzeugt Geschwindigkeit; 
die Wiederherstellung des Gleichgewichts verlangt Hebung des 
Schwerpunktes, d. h. Aufwendung äufserer Arbeit Beim unent- 
schiedenen Gleichgewicht ist zu einer Drehung um den Schwerpunkt 
weder positive noch negative Arbeit erforderlich. 
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Fig. 188. 
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Die Befestigung eines Körpers an nur einem Punkte kommt 
ziemlich selten vor, ist auch gar nicht sehr einfach zu verwirklichen. 
Viel häufiger und einfacher ist die Befestigung an einer wagerechten 
geraden Linie, oder die Aufhängung eines Körpers an einer wage- 
rechten Achse, etwa mittels Hindurchtreibens eines glatten, runden 
Drahtstiftes oder Hindurchsteckens eines glatten Bolzens durch ein 
zylindrisches Loch. Dafür gelten die vorstehenden Figuren eben- 
falls, indem A die Projektion der Achse darstellt; die Bedingungen 
für die verschiedenen Arten des Gleichgewichts sind die gleichen. 

Unterstfitzte KSrper. Ähnliche Betrachtungen gelten für den 
Gleichgewichtszustand eines Körpers, der sich mittels kugelförmiger 
Fläche auf eine wagerechte Ebene stützt (Fig. 189). Hierbei geht 
der Normalwiderstand iV durch den Krümmungs- 
mittelpunkt O der Kugelfläche hindurch, auch ^^^- ^^^* 
wenn man den Körper etwas aus der aufrechten 
Lage entfernt (Fig. 190), und dieser Punkt O 
tritt nun für die Beurteilung der Sicherheit 
des Gleichgewichtes an die Stelle des Befeati- 
gungspünktes A. Stellt man den Körper schief 
durch Drehung nach rechts, so geht der Normalwiderstand N nicht 
mehr durch A, sondern durch den neuen Berührungspunkt B, stets 
aber auch durch O. N und Q bilden ein Kräftepaar, welches den 
Körper, falls S unterhalb O lag, in die Gleich- 
gewichtslage zurückführt; zugleich hat S in der 
Gleichgewichtsstellung die tiefste mögliche Lage, 
und zur Störung des Gleichgewichtes ist äufserer 
Arbeitsaufwand erforderlich. Das Gleichgewicht 
war ^aher ein gesichertes. Liegt S oberhalb 
O, so entspricht dem Gleichgewichte die höchste 
mögliche Lage von S, das Gleichgewicht ist ein 
unsicheres. Fallen S und O zusammen, so ist das Gleichgewicht 
unentschieden, bleibtauch nach einer kleinen Drehung noch bestehen» 

Die Vertauschung der unteren Kugelfläche mit einer Zylinder- 
fläche entspricht der obigen Ersetzung eines Befestigungspunktes A 
durch eine Drehachse. 

Eine homogene Kugel befindet sich auf wagerechter Ebene im 
unentschiedenen Gleichgewicht, ebenso ein Cylinder. Halbkugel 
und Halbzylinder aber sind im sicheren Gleichgewichte. 
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Bcilpiel: Wie hoch muk in Fig. 191 der Kegel sein, damit der ana 
HalbtiDgel and Kegel bestehende Körper im nnentschiedeiieii Gleicbgewicbte 
eei? Der Gesaintechwcrpnabt S 

mnls in liegen, und dazu ist t?- n ik 

erforderlich (S. UG/47) 

J«, ■ S&'i = Mi ■ SSi . 
Die Dichte des Kegele sei j-^ , die 
der Halbkugel j-^, dann bann man 
statt des VerhfiltniBses der Hassen 
das Verhältnis der Gewichte setzen, 
nnd weilSS, = V.ft, SSj = '/ir 
<S. 157/58), so wird 



n - 



irA h 




Darau9 folfft h- = —-- r*. 
Ti 

Sind die Einzelkörper aus demselben Stoffe, so wird .h^^rSr^. Die 
entsprechende Kegelseite wird dann = 2r; die Projektion des Kegels also 
ein gleichseitiges Dreieck (wie in Fig. 191 und 19S 
gezeichnet). Fig. 193- 



Ist aber der Kegel aus Hulz, die Halbkugel 
3 Metall, etwa mit ;'^ = 9 ^, , so wird 

fi = 3rl^3 = 5,tor. 

Soll das Gleichgewicht sicher sein, so muTs 
m h kleiner machen. 




Besteht der Aufsatz aus e 
schieden OB Gleichgewicht 



ist die Bedingung fQr unent- 
Fig. 194. 



-2 " 



Fig. 193 zeigt den sicheren Gleiehgewiohtczustand 
einer HalbkugeUchale. Ist bei einer solchen die Wand- 
fitSrke gering, so liegt der Schwerpankt nach S. 156 im 
Abstand ■/>>- vom Hittelpnnkt 0. 

Fig. 194 (aus Bitter's Mechanik entnommen] zeigt, 
wie der obere Körper mit hoch liegendem Schwerpunkt S[ 
dorth starre Verbindung mit einer tiefer liegenden Kngel 8^ 
zu einem zusammengesetzten Körper mit dem Schwer- 
pnnkte iS und mit sicherem Gleichgewicht nmgeSndert 
werden kann. 




3. Hebel. 
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3. Hebel. 

Ein Hebel ist ein fester Körper, der nar am eine feste Achse O 
drehbar und zum Angriffe verschiedener Kräfte eingerichtet ist. 
Das eigene Gewicht wird ebenso wie jede andere am Hebel auf- 
tretende Kraft behandelt und kann häufig gegen die sonstigen 
Kräfte vemachlSssigt werden. 

Die Kräfte mögen sämt- 
lich in der Bildebene, recht- 
winklig zur Achse O liegen 
(Fig. 195). Die Achse, völlig 
glatt angenommen, leistet einen 
durch die geometrische Dreh- 
achse gehenden Widerstand TT, 
der nach Qröfse und Richtung 

unbekannt ist, für welche beiden Unbekannten aber besser die beiden 
Seitenkräfte Wg und Wy eingeführt werden. In dem Falle der 
Fig. 195 heifst die Gleichung der wagerechten Kräfte 

1) W» + ^1 cosa^ — K^ cosaj = 0, 
die Gleichung der lotrechten Kräfte 

2) Wy + K^ sina^ = K^ sina^ — ^3 = 0; 

die Gleichung der Momente wird am besten auf die wirkliche 
Drehachse bezogen, weil dann Wx und Wy in ihr nicht vorkommen, 
sondern nur die bewegenden Kräfte K. Es ist 

3) = ^— ^i?i + K^l^ — Kr^ls. 

Häufig kommt es auf die Kenntnis des Widerstandes W der 
Drehachse nicht an; dann ist letzte Gleichung die allein mafs- 
gebende: Bei einem Hebel mufs für den Gleichgewichtszustand die 
Momentensumme aller Kräfte in Bezug auf die Drehachse Null 
sein. Oder die Kräfte K müssen eine durch O gehende Mittelkraft 
haben. 

Sind sämtliche Hebelarme gegeben, auch die beiden Kraft- 
gröfsen K2 und K^, so ist durch die Momentengleichung Ki 
bestimmt. Hiernach kann man dann aus den Gleichungen 1 und 2 
auch Wx und Wy berechnen. Die für die Momente in Frage 
kommenden Hebelarme sind im allgemeinen nicht die Abstände 
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der AngriffspuDkie der Kräfte von der Drehachse, sondern die 
rechtwinkligen Abstände der Kraft- Fig. 197. 

richtungen von der Drehachse. 





Fig. 196 zeigt die Vereinigung zweier Hebel 
zu einem Nufsknacker, Fig. 197 einen um dreh- 
baren Pampenschwengel; K^ ist die Triebkraft, 
K^ der Widerstand der Pnmpenstange. 

4. Hebelwagen. 

Gleicharmige Hebelwage. Der Wagebalken ist mit einer 
wagerechten Drehachse O versehen (Fig. 198), welche zur Ver- 
mindernng der Beibang durch 
eine auf eine sog. Pfanne sich Fig. 198. 

stützende Stahlschneide ge- 
bildet wird. Bei A Vlhöl B 
sind in gleichen Abständen l 
von O ebenfalls Schneiden 
angeordnet, an denen gleich 
schwere Wagschalen aufge- 
hängt sind. Die geometrischen 
Drehachsen A, O und B mögen 

in einer Flucht liegen. Es ist zunächst erforderlich, dafs der 
Wagebalken unter der Last der beiden gleich schweren Schalen 
sich wagerecht stelle und diese Stellung durch einen Zeiger Z 
markiere. Diese Bedingung wird, wie sich aus dem folgenden 
ergibt, erfüllt, wenn der Wagebalken für sieh allein, d. h. ohne 
die Wagschalen in sicherem Gleichgewicht ist, wenn also sein 
Schwerpunkt S um eine Gröfse h unterhalb der Drehachse O 
liegt. Im Buhezustand üben die bei A und B angehängten Wag- 
schalen auch gleiche Kräfte auf den Balken aus und halten ihn im 
Gleichgewichte. Dasselbe gilt, wenn die Wagschalen mit Körpern 
von gleichem Gewichte belastet werden, Ist aber der Körper vom 
Gewichte Q auf der rechten Seite schwerer als das Gewichtsstück P 




4. Hebelwagen. 
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Fig. 199. 



auf der linken (Fig. 199), so entsteht eine Drehung des Balkens, 
bei der die rechtseitige Schale sinkt; weil aber /8 unterhalb O 
liegt, so tritt nun das Gewicht O des Balkens auf die linke Seite 
und kommt mit seinem Momente dem der kleineren Belastung zu 
Hülfe, so dafs bei einem bestimmten Ausschlagwinkel a wieder 
sicheres Oleichgewicht eintritt Die Beziehung zwischen dem Ge- 
wichtsunterschiede Q — P und dem 
Winkel a ist sehr einfach, wenn A, O 
und B in einer Geraden liegen, ist aber 
auch nicht schwierig, wenn diese Be- 
dingung nicht erf&Ut ist. Hier soll nur 
der einfachste Fall betrachtet werden. 
Da es nur auf den Gewichtsunterschied 
ankommt, so mögen die Gewichte der Schalen und Ketten in P 
und Q mit enthalten sein. Dann entsteht die Momentengleichung 
QZ cos a = PZ cos a + Gh sin a , oder 

h 




1) 



Q-P^G-jiga. 



Bei der vorausgesetzten einfachen Anordnung ist der Gewichts- 
unterschied Q — P mit der Tangente des Ausschlagwinkels ver- 
hältnisgleich« so dafs aus der Beobachtung von a der Unterschied 
Q — P ersehen werden kann. 

Beispiel: Es sei G (Gewicht des Wagebalkens) = 2 *», ä = 1,5 cm, 

Z = 30cin, a = 6^ tg a = 0,1 , dann ist Q — ^=2^^. 0,i = y^kg= IQg. 

Einem Winkel von 6 ° mufs also an der Zeigerteilung die Bezeichnung 10 ? 
entsprechen. 

Beim Gebrauche der Wage kann natürlich die Gleichgewichts- 
stellung nicht sofort eintreten; es mufs aber dann ein Moment vor- 
handen sein, welches die Wage zum 
Einspielen bringt. Unter Einspielen 
versteht man das Schwingen um eine 
sichere Gleichgewichtslage, das Bestreben, 
dieselbe einzunehmen. 

Einem Gewichtsunterschiede Q — P 
möge ein Ausschlagwinkel a entsprechen, 
so dafs ÖA = (Q— P)Z:tg a. Beträgt dann der augenblickliche 
Abweichungswinkel von der Wagerechten ß und hält man die Wage 
f&r einen Augenblick fest, so entsteht, wenn ß> a gedacht wird, 

Keok, Mecl^iiiik I. 12 



Fig. 200. 
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ein links herum drehendes, nach der Gleichgewichtslage treibende» 

Moment m=^ GhBin ß^{Q-P)l cos ß. 

Setzt man hierin den vorstehenden Wert ^r Gh ein, so wird 

m = ^^ ~^^^ sin)8 - (Q-P) l cosß 
tg a f \^ / 



= (Q~P)Zcosö(|^-l). 



tg 

Hiernach ist 3R ^ 0, wenn ^ = « . SK nennen wir das Einspielungs- 
Moment. 

Da Q — P für Gleichgewicht verhältnisgleich mit tg a , wobei 
tg a zwischen und oc jeden Wert haben kann, so kann man 
theoretisch jeden beliebig grofsen Gewichtsunterschied Q — P mit 
Hülfe des Ausschlagwinkels a messen, kann also ein Gewichtsstück 
P ganz entbehren, Q allein durch a ermitteln. Nach diesem 
Grundgedanken ist eingerichtet die 

Zeigerwage, welche zum Wägen von Briefen, Garnen, Papieren 
bestimmt ist. Fig. 201 entspricht einer Garnwage, bei welcher 
keine Schale benutzt, sondern 
das Garn unmittelbar an den ^^' ^^^* 

rechtsseitigen Haken aufgehängt 
wird. Die Fig. 201 stellt den 
unbelasteten Zustand dar, wobei 
der Zeiger auf Null steht; der 
Schwerpunkt Ä des Wage- 
balkens mufs entsprechend um 
h lotrecht unter der Drehachse 

O liegen. Wird bei Ä ein Gewicht Q eingehängt, so bildet sich 
eine neue Gleichgewichtslage mit einem Ausschlagwinkel a, um 
den sich der ganze Hebel AOB verdreht und der an 
der Teilung mefsbar wird. Für die Momentengleichung 
ist nur die Lage der Punkte ^ , O und 8 (Fig. 202) 
mafsgebend, und es wird Ql cos d^Gh sin a oder 

Q=^G^iga, entsprechend Gl. 1, S. 177 für P=0. 

Gh: l ist ein unveränderlicher Festwert für eine bestimmte 
Wage. Auf dem Kreisbogen wird man bei den Teilstrichen nicht 
Zahlen für die Winkel a, sondern sogleich für die entsprechenden 




Fig. 202. 
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Oewichte Q einritzen. Die Teilung ist dann selbstverständlicH 
nicht gleichmäfsig, da mit wachsendem Winkel die Tangente immer 
schneller wächst. Die Qewichtsteilang wird daher mit zunehmen- 
dem a enger und enger werden; darin findet dann die Anwendbar- 
keit der Wage ihre Grenze. 

Beispiel: Entspricht z. B. einem Gewichte von lOflr ein Ausschlag von 
10<>, so ist 

10 = ö^ -^ tg 100 = 0,176 G^ 4-- 

Will man nun die Ausschlagwinkel für Vielfache von lOflr haben, so hat man 
2U bedenken, dafs tg « mit Q verhältnisgleich wächst. 

Für 20 g ist tg a = 2 . 0,n6 = 0,362; a = 19° 24', 



lOOg 


» 


tg a — 1,76; 


a — 60° 24', 


200» 


n 


tg a — 3,62 ; 


, a = 740 9', 


300» 


w 


tg a — 5,28- 


; — 79^17', 


400 ff 


» 


tg a — 7,04 


; a — 810 55', 


500 g 


n 


tg a = 8,80 


; « — 850 31', 


1000 g 


n 


ts a — 17,60 


; a — 860 45'. 



Während also die Teilstriche für Null und für 100g um 60 o voneinander 
abstehen, sind die für 500 und 1000 g nur 3o voneinander entfernt. 

Die Teilung der Wage kann man leicht durch Zeichnung finden, indem 
man bei der Nullstellung des Zeigers OB eine Tangente an den Teilkreis vom 
Halbmesser r legt (Pig 201). Trägt man von OB aus den Winkel von 10 Graden 
ab, welcher dem Gewichte von 10 Grammen entsprach, so bekommt man auf 
der Berührungsgeraden sofort r-tglOO. Dieses Mafs r tg 10o = 0,i76r hat 
man dann auf der Berührungsgeraden 100 mal abzutragen bis zu einer Länge 
= 17,6 9*. Zieht man nun von der Achse aus Strahlen nach diesen Teil- 
punkten, so bekommt man auf dem Teilkreise die Striche, welche den 
Gewichten bis zu 1000 g zugehören. 

Bei der Schnellwage (Fig. 203) wird nicht der Ausschlag- 
winkel OL benutzt, vielmehr dient zum Abwägen ein der Gröfse 
nach unveränderliches, auf dem wage- 
recht einzustellenden Hebel aber ver- 
schiebbares, sog. Laufgewicht. Es 
liegt bei dieser Wage der Schwer- 
punkt S des unbelasteten Wage- 
balkens nicht lotrecht unter der 
Drehschneide O, sondern um c nach 
rechts und um h nach unten. Die 
Gröfe h ist, wie sich zeigen wird, für das Einspielen mafsgebend. 

12* 



Fig. 203. 
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Ist K das Gewicht der leeren Schale, so gilt für das Gleichgewicht 
mit angehängter leerer Schale 

1) Ka=^Gc + Pb. 

Legt man dann noch die Last Q auf die Schale, so mafs das 
Laufgewicht -P um x nach rechts verschoben werden, und wenn 
dann wieder eine wagerechte Buhestellung des Hebels erreicht ist, 
so gilt dafür 

2) {K + Q)a==Gc + F{b-\- x); 

nach Abziehen der früheren Gleichung bleibt 

3) Qa = Pa7, mithin Q = P.r:a. 

Pia ist der Festwert der Wage, Q mit x verhältnisgleich, die 
Teilung des Laufhebels also gleichmäfsi^. 

Bringt man die für wagerechte Buhestellung belastete Wage 
durch Bechtsdrehung um den Winkel a aus dem Gleichgewichte, so 
ist dazu ein Moment 3Jl aufzuwenden, welches man leicht findet zu 

9DI = (Ä' + Q)a cos OL — P(6 + a?) cos a — Gc cos a + Gh sin a. 

Führt man hierin Gl. 2 ein, so bleibt 3Jl = ö^ A sin a als Ein- 
Spielungsmoment, welches also ein positives h bedingt, aber von c 
unabhängig ist 

Alle diese Wagen, bei denen zur Ausführung der Wägung 
Gewichtstücke oder das eigene Gewicht eines Teiles der Wage 
(des Balkens) benutzt werden, liefern nicht eigentlich das wirkliche 
Gewicht des vorliegenden Körpers, d. h, die Gröfse der Anziehungfs- 
kraft, welche der Körper von der Erde erfährt, sondern nur das 
Verhältnis seines Gewichtes zu dem Gewichte eines anderen Körpers 
an derselben Stelle der Erdoberfläche. Ein Körper, welcher eine 
richtige gleicharmige Hebelwage mit einem Gewichtstücke von der 
Bezeichnung „1 Kilogramm *" auf der anderen Seite wagerecht 
(bezw. auf Null) stellt, erfährt am Meeresspiegel unter 45^ geogr. 
Breite von der Erde eine Anziehungskraft =» 1 ^?, am Äquator aber 
beträgt die Schwerkraft des Körpers sowohl wie des Gewichtstückes 
nach S. 94 nur 0,997^. Eine solche Wägung stellt also eigentlich 
die Masse eines Körpers fest; so ist die Masse des eben beschriebenen 
Körpers ebenso wie diejenige des Gewichtstückes auf Grund der in 
diesem Buche gewählten Einheiten (S. 34) 1:^=1:9,806 Massen« 
einheiten, u. zw. unveränderlich an jeder Stelle der Erde und des 
Weltenraumes. 



5. Zweifach unterstützter Körper. 
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Feder fragen dagegen, welche durch bestimmte Kräfte eine 
bestimmte, ablesbare Formänderang erleiden, zeigen die auf einen 
Eörper aasgeübte Schwerkraft. Eine Federwage, deren Teilung 
an einem Ort angefertigt war, wo die Fallbeschleunigung 9,806 
beträgt, wird an diesem Ort unter einer Belastung mit einem 
Oewichtstücke der Bezeichnung „l Kilogramm^ oder mit 1 ^ Wasser 
die Schwerkraft zu 1 ^ angeben, wird aber am Äquator unter der* 
selben Last nur 0,997 ^ zeigen. Beim Kauf und Verkaufe kommt es 
im Grunde genommen auf die Masse eines Körpers an. Für den 
Käufer sind daher solche Federwagen nachteilig, die an einem 
Orte geteilt wurden, wo die Fallbeschleunigung kleiner ist als an 
dem Gebrauchsorte. Eine Federwage, deren Teilung am Äquator 
angefertigt wurde, die also dort unter Belastung mit 1 ^ Wasser 
Yon 4 ^ G. oder einem ebensp schweren Gewichtstücke der Bezeichnung 
„1 Kilogramm" die Schwerkraft mit 1 *« ablesen liefs, wird unter 
Belastung mit dem gleichen Körper oder einem Körper gleicher 
Masse unter 45 ^ geogr. Breite die Schwerkraft zu 1,003 ^ angeben, 
also schon durch eine Last von 0,997 ^ Wasser zu einer Gewichts- 
angabe von 1 ^ gebracht werden. 



Fig. 204. 



5. Zweifach befestigter bezw. unterstützter Körper. 

Ist ein unter Einwirkung seines Gewichtes Q stehender Körper 
an zwei Punkten A und B befestigt (Fig. 204), so wirken an diesen 
Widerstände W und TTi, welche mit Q 
im Gleichgewichte sein müssen. Die Mittel- 
kraft von W und W\ mufs also das Ent- 
gegengesetzte von Q sein, oder es müssen 
TT, Wi und Q in einer Ebene liegen, und 
zwar in einer lotrechten Ebene, weil Q 
lotrecht ist. Da nun Q durch S geht, 
W und Wi durch A bezw. J?, so ist Kühe 
des Körpers nur möglich, wenn der Schwer- 
punkt desselben in einer durch A und B 
gehenden lotrechten Ebene liegt. Nehmen 
wir an, diese Bedingung sei in Fig. 204 
erfüllt, dann stehen für die Ermittelung 
der unbekannten Widerstände W und Wi nur die drei Gleichgewichts- 
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Bedingungen für Kräfte in einer Ebene (S. 110/171) zur Verfügung. 
Jeder Widerstand ist aber nach Gröfse und Sichtung unbekannt, 
oder hat, nach bestimmten Richtungen zerlegt, zwei unbekannte 
Seitenkräfte. Sonach liegen für die Ermittelung der Widerstände 
der Befestigungspunkte vier Unbekannte und nur drei Gleichungen 
von Die Aufgabe ist also mittels der Gleichgewichtsbedingungen 
allein nicht zu lösen, man nennt sie daher „statisch unbestimmt",, 
und zwar im besonderen „einfach statisch unbestimmt", weil 
gerade eine Gleichung zu wenig vorhanden ist. Man kann diese 
Unbestimmtheit auch geometrisch erkennen. TT, Wi und Q niüssen 
sich in einem Punkte schneiden, oder, da die Sichtung von Q 
gegeben, W und Wi müssen sich in einem Punkte der Geraden Q 
schneiden; in welcher Höhe dieser Punkt aber liegt, ist unbestimmt,, 
richtet sich nach der besonderen Art, wie die Befestigung vorge- 
nommen wurde, und ist im allgemeinen nur schwierig, in vielen 
Fällen auch gar nicht festzustellen. Kimmt man einen Schnitte 
pankt C der Kräfte an, so sind die Sichtungen von W und Wi 
bestimmt, es ist dann leicht das Eräftedreieck der drei Kräfte für 
Gleichgewicht (S. 63) zu zeichnen, womit auch die Gröfsen von W 
und Wi feststehen. Ein anderer Punkt O^ aber liefert ein anderes 
Ergebnis für W und Wy . 

Ähnlich sind die Verhältnisse, wenn die Befestigung nicht an 
zwei Punkten \^ und JB, sondern an zwei zur Bildebene recht- 
winkligen wagerechten Achsen Ä und B erfolgt. Dann föUt die 
erste Frage, ob und wann der Körper im Suhezustande sein kann, 
fori Der Körper ist unwandelbar befestigt, an jeder Bewegung 
verhindert, — abgesehen vielleicht von einer Verschiebung längs der 
beiden Achsen, deren Möglichkeit für diese Untersuchungen keine 
Wichtigkeit hat. 

Über die Art der Unbestimmtheit 
der Aufgabe bekommt man einige Auf- 
klärung, wenn man die Widerstände 
W und Wi zerlegt, u. zw. in den be- 
stimmten Sichtungen von A nach B 
und rechtwinklig dazu (Fig. 205). Nennt 
man die Seitenkräfte in der Sichtung 
AB bezw. JT und JTi, rechtwinklig 
dazu y und Y^ und bedenkt, dafs, wenn A B mit der Wagerechten 



Fig. 205. 
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den Winkel a bildet, Q in Q sin a and Q cos a zerlegt werden 
kann, so lanten die Gleichungen der Eräftesammen in den beiden 
Achsenrichtongen 

1) Jr+ Xi — Qsina^O 

2) Y+ Fl — Qco8a = 0. 

Die Momente beziehen wir zweckmäfsig auf eine der Befesti- 
gnngsachsen, z. B. A, weil dann die unbekannten Kräfte JC, X^ 
und Y aus der Momentengleichung fortbleiben; auch f&hren wir 
in diese Gleichung zweckmäfsig die ursprüngliche Kraft Q, 
nicht aber ihre Seitenkräfte ein. Dann ist nach den Bezeichnungen 
der Figur 

3) 0= — FiZ + Qa oder ^1=^- 

In den Gleichungen 2 und 3 kommen nur die unbekannten 
Y und F] vor, die daraus also zu bestimmen sind. Für X und 
Xy steht aber nur die Gleichung 1 zur Verfügung; von diesen 
Kräften ist also nur die Summe bestimmbar, nicht aber die ein- 
zelnen Anteile. In der Sichtung AB kann der Körper bei der 
Befestigung jede beliebige Anspannung erfahren, die sich im allge- 
meinen nicht erkennen läfst. Befestigt man z. B. ein hölzernes 
Brett mittels zweier Drahtstifte A und B an einer Holzwand, so 
kommt es bezüglich der Gröfse von X und X^ auf die Art der 
Eintreibung der Drahtstifte an; durch die letzten Schläge kann man 
erreichen, dafs zwischen den Stellen A und B in dem Körper eine 
innere Zugkraft oder Druckkraft entsteht, deren Grö6e die Wider- 
stände X und Xi beeinflufst, bei Annahme starrer Körper aber 
völlig unbestimmbar ist. 

Die in zweckmäfsiger Weise aufgestellte Momentengleichung 3 
hat die gute Eigenschaft, dafs darin nur eine einzige Unbekannte 
vorkommt Setzt man Fi nach 61. 3 in GL 2 ein, so entsteht 

4) r = e(.„._i)_e(2+i-:^)_ef 

unmittelbar aber kommt man zu diesem Ergebnisse, wenn man die 
Gleichung der Kräftesumme in der F- Sichtung (GL 2) ganz fortläfst 
und dafür nochmals eine Momentengleichung anschreibt, jedoch in 
Bezug auf einen von A abweichenden Drehpunkt, den man so wählen 
mufs, dafs in der Gleichung womöglich nur diejenige Unbekannte 
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vorkommt, um deren Auffindung sich^s gerade handelt, in diesem 
Fall also Y. Das wird erreicht durch die Wahl von B als Drehpunkt: 

Fig, 206. 



5) O^Yl'-Qb oder F= Q 



l 




w 



% 



wie in Gl. 4. 

Von dieser Bevorzugung der Momenten- 
gleichungen in Bezug auf immer neue Dreh- 
punkte wird in der Folge häufig Anwendung 
gemacht werden, Nur mufs man nicht 
erwarten, dadurch die Zahl der überhaupt 
verfügbaren Gleichungen vergröfsern zu 
können. Für das Gleichgewicht von Kräften in einer Ebene gibt 
es drei voneinander unabhängige Gleichungen, mag man dieselben 
für Eräftesummen oder für Momente* aufstellen. Vergröfsert man 
die Zahl der Momentengleichungen durch 
Wahl immer neuer Drehpunkte, so bleiben 
die Gleichungen nicht mehr voneinander 
unabhängig, so dafs dadurch für eine unlös- 
bare Aufgabe nichts gewonnen wird. 

Die vorstehend behandelte Aufgabe ver- 
liert ihre Unbestimmtheit, wenn an einer der 
beiden Stellen, z. B. bei J., die Befestigung 
so geändert wird, dafs über die Sichtung 
des Widerstandes W keine Unbestimmtheit 
herrscht, indem man, statt den hindurchgesteckten Bolzen oder Draht- 
stift von dem Körper rings umschliefsen zu lassen, in dem letzteren 



Fig. 207. 




Fig. 208. 



etwa einen länglichen Schlitz, anbringt. Hat 
der Schlitz, wie in Fig. 206, die Richtung von 
A nach J?, so kann bei A ein Widerstand Jl 
gar nicht geleistet werden; es wird jr=0 
und Y= IF; mithin JC = Qsina, womit 
die Widerstände sämtlich bestimmt sind. 
Auch die geometrische Lösung ist jetzt leicht 
möglich: Verlängert man die nun gegebene 
Richtung von W bis zum Schnitte C mit Q, 
so sind W und Tfi nach Fig. 204, S. 181, 
leicht bestimmt. Auch erkennt man, dafs die zeichnerische Behandlung 




5. Zweifach ontentfitzter Körper. 



185 



Fig. 209. 
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Fig. 210. 



von gleicher Einfachheit ist, welche Bichtung auch der Schlitz 
haben mag, wenn man nur die Bichtung eines der Widerstände 
W oder Wi bestimmt zu erkennen vermag 
(Fig. 207); 

In Fig. 208 ist die Bichtung von W durch 
den runden Auflagerungsbolzen A gegeben, 
dadurch der Punkt C und die Bichtung von 
Wy bestimmt, und man erkennt, dafs nun 
auch eine völlige ümschliefsung des Bolzens B 
nicht mehr nötig wäre, sondern eine Stützung 
nach Fig. 209 für das Gleichgewicht hinreichen 
würde. Fig. 208 bietet nur eine grölsere Sicherheit gegen Störungen 
des Gleichgewichts durch Erschütterungen, Stöfse und das Hinzu- 
treten neuer Kräfte. Scheinbar unwesentliche 
Änderungen der Form des Körpers in der Nähe 
der ünterstützungsstellen haben zuweilen sehr 
wichtige Folgen. Biegt man z. B. den Stab der 
Fig. 210 an seinem oberen Ende derartig um, 
dafs er den Bolzen B mit einer wagerechten 
Ebene berührt (Fig. 211), so wird TFi lotrecht, 
der Schnittpunkt von Q und Wi rückt in un- 
endliche Ferne, und dadurch wird W ebenfalls lotrecht, so dafs 
nun die in Fig. 210 erforderlich gewesene seitliche Sicherung bei Ä 
entbehrlich wird. Die Gröfsen von TT und Wi Fig. 211. 

ergeben sich mittels der Momentengleichungen 
zu W = Qb:i; Wy^Q-aiL 

Auflagerung der Dachsparren auf 
Dachp fetten. Die Dachpfette möge die 
Form eines aufrecht stehenden Bechtecks 
haben (Fig. 212); der Sparren sei für die Auflagerung entsprechend 
ausgeschnitten. An den lotrechten Berührungsstellen kann keine 





Kraft auftreten, denn es müfste H + Hi 
= sein, und weil keine dieser Kräfte 
negativ werden kann, so müssen beide 
KuU sein. An den wagerechten Berüh- 
rungsstellen treten die lotrechten Wider- 
stände A und B auf, die sich genau 
berechnen wie im vorhergehenden Falle. 



Fig. 212. 
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Fig. 213. 



Das Gewicht der Dachsparren übt daher auf die die Pfetten 
tragQQden Wände nor lotrechte Drücke (das Entgegengesetzte von 
A und B) aus, wenn man von der 
Beibang absieht. 

Anders ist aber die Sache, wenn die 
Pfetten für die Auflagerang der Sparren 
schräg abgeschnitten sind (Fig. 213). Ist 
dann etwa nur bei B eine Nagelang aas- 
geführt, nicht aber in A^ so werden die 
Widerstände W und TFi beide schräg. 
Die Entgegengesetzten derselben wirken 
auf die Tragwände der Pfetten. 

Die Kichtung der Widerstände wird durch die gegenseitige 
Höhenlage der Stützflächen nicht beeinflufst; besonders häufig ist die 
Auflagerang eines wagerechten Balkens 
auf zwei Stützflächen (Fig. 214). Dann 
wird wiederum, wenn Q das Gesamt- 
gewicht des Balkens (einschL etwaiger 
Last) bezeichnet, 




Fig. 214. 



A^Q 



B-Q';-. 




Hi 




yQ 



Fig. 215. 



-^n^ 



Liegt die Last Q in der Mitte, so ist natürlich J. = 5= V2Q; 
rückt dann die Last näher an das linke Auflager, so wird dieses 
mehr belastet, das andere weniger. Der Abstand l der beidea 
Auflagerdrücke ist die rechnungsmäfsige 
Spannweite des Balkens. Um die Formel 
B=zQa/l ohne weiteres zu erkennen, denke 
man sich den Balken als Hebel mit dem Dreh- 
punkte bei A und stellt sich die Kraft B als 
Hubkraft einer Hand vor, dann erscheint a : l 
sofort als das Hebelverhältnis. 

Eine Tür (Fig. 215) stützt sich dreh- 
bar auf zwei Zapfen. Das den Zapfen um- 
schliefsende Türband berührt die Zylinder- 
fläche und erfuhrt von dieser einen wagerechten 
Widerstand F; es stützt sich aber auch auf die untere Verdickung 
des Zapfens und erfährt dort einen lotrechten Widerstand X. Daher 
treten an jedem Zapfen zwei unbekannte Kräfte auf. Wäre die Tür 
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nur bei B gehalten, so würde sie darch Q rechtsheram gedreht 
werden; dem mufs bei A ein nach links gerichteter Druck Y 
widerstehen« Nach der Gleichung der wagerechten Kräfte muis 
bei B der gleiche Druck Y nach rechts wirken. Die Gleichung 
der lotrechten Kräfte verlangt X-{'Xi=^Q; weiteres ist über 
J[ und ^Yi nicht zu finden: wie sich das Gewicht Q auf beide 
Zapfen verteilt, hängt von kleinen ZuAUigkeiten der Ausführung ab. 
Y ist aber durch die Momentengleichung, etwa um J?, leicht zu 
berechnen: = Qb — Yh, oder Y—Qlih. 

Bei näherer Besichtigung einer Tür wird man zuweilen finden, 
dafs an einem der beiden Zapfen das Türband mit der unteren 
Verdickung des Zapfens nicht in Berührung ist, dafs daselbst ein 
Spielraum, eine offene Fuge sich zeigt. An einer solchen Stelle 
findet dann auch keine Druckübertragung statt, und es wird das 
Gewicht Q der Tür in solchem Fall allein von dem anderen 
Zapfen getragen. 

In wichtigen Fällen, d. h. wenn grofse Kräfte auftreten, ist 
eine derartige Unbestimmtheit der Kraftwirkung zu vermeiden. 
Daher trifft man dann die Einrichtung so, dafs die Kraft JT nur 
an einer ünterstützangsstelle überhaupt auftreten kann, indem man 
an der anderen Stelle eine Berührung nur an der zylindrischen 
Fläche des Zapfens zuläfst; z. B. an 
dem Drehkrane (Fig. 216). Hier 
mufs (mit Q = 3000, Qi = 2000 *») 
X=Q + Q^ = 5000*», und in Be- 
zug auf den unteren Stützpunkt B 

0= — F. 4 + 2000- 1,5 + 3000-4, 

mithin r=3750^ sein. Man kann 

die Aufgabe auch rein zeichnerisch 

lösen: Nach irgend einem Mafsstabe 

trägt man in einer Nebenfigur Qi 

und Q zu einem Krafteck aneinander, 

wählt einen beliebigen Pol O, zeichnet 

zu den Polstrahlen ein Seileck in der Hauptfigur, deren äufserste 

Seiten durch ihren Schnittpunkt die Lage des Gesamtgewichtes 

M =3 5000 bestimmen. Mit dieser Kraft B müssen nun der wagerechte 
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Widerstand Y des oberen Lagers und der schräge Gesamtwider- 
stand W des unteren Lagers im Gleichgewichte sein, sich also auf 
ihr schneiden. Der Schnitt C von Y und B bestimmt sonach die 
Richtung BG von W. Zieht man im Krafteck EF wagerecht, 
DF\\ BG, so ist DF = W und FE = Y. 



6. Dreifach und mehrfach befestigter bezw. 

unterstützter Körper. 

Hat ein Körper drei feste Punkte, so läfst sich der Widerstand 
jedes der Punkte in je drei Seitenkräfte zerlegen; man hat also 
9 Unbekannte. Die Zahl der Gleichgewichts-Bedingungen beträgt im 
allgemeinen 6 (S. 170), mithin fehlen 3 Gleichungen zur völligen Be- 
stimmung der Kräfte, oder die Aufgabe ist dreifach statisch unbestimmt. 

Ist aber der Körper ein nur lotrecht belasteter dreibeiniger 
Tisch oder Schemel, der sich an drei nicht in derselben Geraden 
liegenden Stellen auf eine wagerechte Ebene stützt, so sind von 
den drei Widerständen die Richtungen bdkannt und nur die Gröfsen 
gesucht. Benutzt man die Lotrechte als r- Richtung, so sind von 
den 6 Gleichgewichts-Bedingungen (S. 170) benutzbar: Gl. 3, 4 und 5, 
und diese genügen zur Bestimmung der 3 Unbekannten; doch wendet 
man zur Ermittelung der Unbekannten vorteilhaft nur Momenten- 
Gleichungen an in Bezug auf Dreh- 
achsen durch je 2 Stützpunkte. Die 
lotrechten Widerstände A, B und G 
sind zn berechnen. Die Richtungs- 
linie des Gewichtes Q des belasteten 
Tisches schneide die Unterstützungs- 
ebene in D (Fig. 217). Für die 
Achse AB gilt 

0=- — G'GF+Q'I)E, also 
1) 



Fig. 217. 



G=QI)E:GF, 




A^'Z 






/ 



/ 
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In entsprechender Weise findet man 
A und B. 

Ist der Tisch nur einfach auf den Boden gestellt ohne Binde- 
mittel und ohne Verklammerung, so können die Widerstände nicht 
negativ werden. Es wird aber C = 0, wenn DE = 0^ d. h. wenn 
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Q durch die Seite ^J? des Dnterstützungsdreiecks geht. Liegt Z> 
aufaerhalb dieses Dreiecks, so ist Oleichgewicht nicht möglich, viel- 
mehr kippt der Tisch dann um eine der Seiten des Dreiecks ABC. 

Fällt D in den Schwerpunkt des Dreiecks ABO, so wird 
C= V3Q, und ebenso grofs werden A und J5, so dafs in diesem 
Falle das Gewicht sich gleichmäfsig auf die 3 Stützpunkte verteilt. 

Tritt zu dem Gewichte Q noch eine wagerechte Kraft K(Tig. 218), 
so vermögen die lotrechten Widerstände nicht mehr, Gleichgewicht 
herbeizuführen, sondern es müssen an den Auflagerstellen noch wage- 
rechte Widerstände hinzatreten. Diese werden in Wirklichkeit bis 
zu einem gewissen Grade durch die Reibung geliefert; wir wollen 
statt dessen hier annehmen, dafs eine vorgelegte Leiste die Ver- 
schiebung hindere. Es ist dann aufser dem 
Buhezustande nur ein Kippen um die Leisten- 
kante möglich. 

Ersetzt man Q und K durch ihre Mittel- 
kraft JR, welche rechts von A im Abstand r 
vorbeigeht, so wird 

Cc=^JRr oder C=Br:c. 
Gleichgewicht ist nur möglich, solange r 
positiv ist, d. h. solange R innerhalb des 
ünterstützungsdreiecks durch die Grundebene 
hindurchgeht. Zugleich ist aber auch 
Br = Qa — Kh. Es ist also Gleichgewicht 
nur möglieh, solange Qa>Kh. Qa heifst das Standsicherheits- 
moment (Stabilitätsmoment) in Bezug auf die Kante A, Kh das 
ümsturzmomeni Der Körper ist nur in gesichertem Gleichgewichte, 
solange das Standsicherheitsmoment gröfser als das Umsturzmoment. 

Stützt sich ein Körper an mehr als drei Stellen auf eine 
wagerechte Ebene, so sind die Widerstände der Stützpunkte nicht 
mehr zu ermitteln. In geometrischer Beziehung ist dann die Ebene, 
in welcher der Körper die ünterstützungsfläche berührt, durch mehr 
als drei Punkte bestimmt, also üb er bestimmt, während, wenn die 
TJnterstützungsstellen nicht genau eme Ebene bilden, ein Wackeln 
des Körpers bei Verschiebung der Last eintreten kann. Ein drei- 
beiniger Tisch kann nicht wackeln, ein mehrbeiniger aber bekanntlich 
sehr leicht; es hängt damit die Unbestimmtheit der Druckverteil ung 
zusammen. 
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Fig. 219. 




Bezöglich der Sicherheit gegen ein Umstarzmoment gilt für 
einen vierbeinigen Tisch das Gleiche wie für einen dreibeinigen. 

Buht ein Körper unter Einwirkung seines Gewichtes Q mittels 
ebener Fläche auf wagerechter Ebene (Fig. 219), so müssen die 
lotrecht aufwärts gerichteten Widerstände der 
Flächenteilchen eine Mittelkraft N liefern, die 
durch den Schwerpunkt S des Körpers geht. 
Nach welchem Gesetze sich aber N auf die Be- 
rührungsfläche verteilt, ist statisch unbestimmt. 
Da nun die Mittelkraft zweier Parallelkräfte 
gleichen Sinnes nach S.112 zwischen den Parallel- 
kräften liegt, so kann auch die Mittelkraft N nur innerhalb des 
Bereiches der Grundfläche liegen, oder es ist für Gleichgewicht 
erforderlich, dafs die Schwerpunktslotrechte innerhalb des Bereiches 
der Grundfläche bleibe; andernfalls tritt ein 
Kippen um eine Drehkante ein, z. B. in Fig. 220 Fig. 220. 

um A, 

Hat aber der Umfang der Grundfläche ein- 
springende Teile (Fig. 221), so ist nicht erforder- 
lich, dafs die Schwerpunktslotrechte durch die 
wirkliche (eng schraffierte) Berührungsfläche hin- 
durchgehe; vielmehr erhält man den für die 
Standsicherheit mafsgebenden Bereich der 
Grundfläche, indem man die wirkliche Berührungsfläche so weit 
ergänzt, dafs einspringende Winkel fortfallen. Denn eine Seite oder 
Tangente der Grundfläche kann nur dann zu einer Drehkante werden, 
wenn ihre Verlängerung die Berührungsfläche nicht 
mehr durchschneidet. Sämtliche Tangenten, die man 
an den einspringenden Bogen FEI) der Figur legt, 
sind keine möglichen Drehkanten. Es mufs daher die 
leicht schraffierte Halbkreisfläche FED mit zu dem 
Bereiche der Grundfläche gerechnet werden, aus dem 
die Schwerpunktslotrechte nicht hinaustreten darf. 
Der Bereich der Grundfläche ist diejenige ebene Fläche, 
welche umschlossen wird von einer beweglichen Geraden, die die 
ünterstützungsfläche umhüllt, d. h. sich so um dieselbe bewegt, 
dafs sie sie stets berührt, ohne sie aber zu schneiden. 




Fig. 221. 
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Fig. 222. 




Bekanntlich kann ein zusammengebogenes Papier- oder Karten- 
blätt auf einem Tische sicher stehen, wiewohl die Schwerlinie nicht 
durch die schmale Auflagerfläche hindurch geht. Ebenso bildet 
bei dem Tische (Fig. 217, S. 188) die gesamte Dreieckfläche ABC 
den Bereich der Grundfläche. 

Geht die Schwerpunkts-Lotrechte gerade durch eine mögliche 
Drehkante (Fig. 222), so ist der Ruhezustand unsicher. Der Wider- 
stand des Bodens verteilt sich nicht mehr über 
die Berührungsfläche, sondern wird nur noch von 
der Drehkante geleistet. 

Tritt zu dem Gewicht Q des Körpers noch 
eine beliebig gerichtete Kraft K hinzu, die mit 
Q in derselben Ebene liegt (Fig. 223), so kann 
man die Mittelkraft B beider bestimmen, und 
letztere mufs durch den Widerstand W des Bodens 
aufgehoben werden, wenn der Körper in Buhe bleiben soll. Die 
seitliche Verschiebung im Sinne der wagerechten Seitenkraft von K 
sei durch einen Vorsprang am Boden verhindert; dann kommt nur 
noch die Möglichkeit der Drehung um die 
Kante in Frage, deren Verschiebung durch 
den Vorsprang gehindert ist. Der Boden 
kann innerhalb des Bereiches der Grund- 
fläche jeden beliebigen Normal widerstand N 
leisten, der Vorsprung einen seitlichen Wider- 
stand von beliebiger Gröfse ; der aus beiden 
sich zusammensetzende Gesamtwiderstand 
W kann daher innerhalb des Bereiches der 

Grundfläche jede beliebige Gröfse und Eichtung haben, kann aber 
nicht aus diesem Bereiche heraustreten. Es mufs daher die Lage 
von R die ünterstützungsebene gleichfalls im Bereiche der Grundfläche 
schneiden, wenn der Körper soll in Euhe bleiben können. Ist der 
Hebelarm von Q in Bezug auf die Drehkante A (rechtwinklig zur 
Bildebene gedacht) wieder a, der der Kraft K aber Z, so ist wieder 
Standsicherheit vorhanden, wenn Qa>>Kl, d.h. wenn das Stand- 
sicherheitsraoment gröfser als das Umsturzmoment. Für Kl=^Qa 
geht die Mittelkraft jB aus ^ und Q durch die Drehkante, und der 
Körper ist im unsicheren Gleichgewichte. Wird Kl im geringsten 
gröfser als Qa, so wird der Körper sich um die Kante A drehen. 



Fig. 223. 
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Fig. 224. 



Erfolgt diese Drehung, so beschreibt der Schwerpunkt S 
(Fig. 224) einen Kreisbogen um Ä, die Richtungslinie des Ge- 
wichtes Q rückt der Kante immer näher, das Moment von Q wird 
immer kleiner und endlich zu Null, sobald der Schwerpunkt in S^ 
lotrecht über A liegt. Setzen wir voraus, die umstürzende Kraft K 
nehme in der Weise ab,- dafs ihr Moment stets gleich dem Momente 
von Q in Bezug auf A sei, so wird das Moment ihrer Mittelkraft R 
stets Null sein, B also stets durch A gehen. Es wird dann ein 
langsames, allmähliches Aufkippen des 
Körpers möglich sein. Die hierzu von 
der Kraft K zu leistende Arbeit kann 
man leicht berechnen. Die Bewegung 
erfolge so langsam, dafs bei der höch- 
sten Lage des Schwerpunktes die Ge- 
schwindigkeit aller Punkte des Körpers 
Null sei. Dann ist, von der sicheren 
Ruhelage aus gerechnet, die Zunahme 
an Arbeitsvermögen Null. Mithin mufs auch die Arbeitsumme 
Null sein. Nach S. 168 verrichten aber die inneren Kräfte die 
Arbeit Null, der in der Drehkante A auftretende Widerstand W 
verrichtet ebenfalls die Arbeit Null, weil sein Angriffspunkt sich 
nicht bewegt; mithin mufs die Arbeit von Q und K zusammen 
Null sein. Bei einer Hebung des Schwerpunktes um Aj ist aber 
(nach S. 163) die Arbeit der Schwerkraft —Qhi^ folglich ist die 
zum völligen Aufkippen des Körpers erforderliche Arbeit 




1) 



« = OÄi. 



Diese Arbeit heifst die dynamische Standsicherheit, sie 
kommt in Frage, wenn es sich darum handelt, ob ein Körper 
durch einen Stofs oder Wurf umzustürzen ist. In einem geworfenen 
Körper steckt ein bestimmtes Arbeitsvermögen; trifft er einen auf- 
gestellten Körper, so kann ein gewisser Teil des Arbeitsvermögens 
zum Umstürzen wirksam werden. 



Das Standsicherheits m m e n t war das zum ersten Anheben 
erforderliche Moment und unabhängig von der Höhenlage des 
Schwerpunktes. Die zum völligen Aufkippen erforderliche Arbeit 91 
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aber ist auch von der HOhe y des Schwerpunktes abhängig. Es 
ist nämlich (Fig. 224) 

AS= ASy= Y~a^~^if\ Äi = ^«1 — y = Ka« + y« _ y, 

was man aber, wenn man mit ^ a^ •\- y^ -\- y multipliziert und 
dividiert, auch schreiben kann 



Ai = 



w 



Ya? + t/2 + y 



, oder 



2) 



% = qa 



a 



Ya?" + ^'^ + y 



Man erkennt, dafs bei gleich bleibendem a die Arbeit S( um 
so kleiner wird, je höher der Schwerpunkt liegt. Körper mit hoch 
liegendem Schwerpunkte lassen sich also durch einen Stofs yer-* 
hältnismäfsig leicht umstürzen. 



Beispiel: Ein parallelepipedischer Steinkörper (Fig. 
225) von 1 X 1 X 2 m wiegt, wenn r = '^^^^ ^«^Mm , 
^ = 4000 kg. Liegt er mit einer Langseite auf dem 
Boden, so ist a = 0,6m, ^ = 0,6™, daher das Moment 
zum ersten Aufkippen m = Qa = 4000 • 0,5 = 2000 mkg. 
Oder es mufs unter der linksseitigen Steinkante eine 
Hubkrafb K = 2000 k? wirksam sein. Die Arbeit zum 
YöUigen Aufkippen, so dafs er dann von selbst weiter 
umkippt, ist 



Fig. 225. 



ZV 

C A 



B 



^ = Qa 



0,5 



2000 



= -^^?^ = 2000(VY-l) 



= 2000 -0,414 = 828 mkfiT. 
Steht aber der Körper hochkantig, so ist a = O.s m^ y=lm^ mithin 3R ebenso 
grofs wie vorher , dagegen % = Qa (/"l +4 - 2) = 2000 • 0,936 = 472 mkg , 
also erheblich kleiner. „. ^o^ 

Eine Mauer von trapezförmigem Quer- 
schnitte (Fig. 226) habe eine Höhe ä, eine 
obere Breite b; der Grundrifs der geneigten 
Seite AD betrage nk; dann setzt sich das 
Standsicherheitsmoment aus den Beiträgen des 
rechteckigen und des dreieckigen Teiles zu- 
sammen, in welche man den Querschnitt zerlegen kann. Für eine 

Keck, Mechanik I. 13 
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Länge == 1 rechtwinklig zur Zeichenebene ist dann in Bezug auf 
die Kante A das Standsicherheitsmoment äRa^ 

In Bezug auf die Kante B\ 

mithin 2Wa>3Wfc, weil der Gesamtschwerpunkt näher an B als 
an A liegt. Würde man das Trapez mit einem flächengleichen 
Rechtecke von der Höhe h und der Breite h + ^/^nh vertauschen, 
so betrüge das Standsicherheitsmoment nur 

also wiederum weniger als äW^. 



7. Gleichgewicht einer Verbindung von Gelenkstangen. 

Unter einer Gelenkstange verstehen wir einen starren Körper, 
der an zwei Stellen mit sog. Augen versehen ist, in welchen 
zylindrische, einander parallele Bolzen angebracht sind. Mittels 
dieser Bolzen sind die Körper miteinander, bezw. mit festen, unbe- 
weglichen Widerlagern derartig verbunden, dafs in den Gelenken 
nur Kräfte auftreten können, welche durch die Achsen der Gelenk- 
bolzen hindurch gehen und zu diesen rechtwinklig stehen. Die 
Form dey Körper ist im übrigen gleichgültig, dieselben können die 
Gestalt von geraden oder einfach gekrümmten Stäben haben; der 
Einfachheit wegen mögen sie geradlinig gezeichnet werden. Die 
Beibung an den Bolzen wird vernachlässigt. 

Verbindung zweier Gelenkstäbe. In A und B (Fig. 227) seien 
die Stäbe mit Widerlagergelenken 
verbunden, bei C greifen sie gelenk- 
artig ineinander. G und G^ seien 
die Gesamtlasten der linken bezw. 
rechten Stange mit den wagerechten 
Abständen c und c^ von A bezw. B, 
Es seien h und h^ die wagerechten, 
h und Aj die senkrechten Projektionen der Stangen. Den Widerstand W 
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Fig. 228. 



4es Widerlagergelenkes A zerlegen wir in zwei Seitenkräfte A 
{senkrecht) und X (wagerecht); ebenso den Widerstand W^ des 
Gelenkes B \xi B bezw. X^^ während die gegenseitige Kraft D^ 
welche die Gelenkstangen bei G aufeinander ausüben, in V (senk- 
recht) und H (wagerecht) zerfallen möge. 

Soll die Verbindung im Gleichgewichte sein, so mufs jede 
Stange fQr sich den Gleichgewichtsbedingungen 
genügen. Da nun für Kräfte in einer Ebene 
Z Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen sind, 
so stehen im ganzen 6 Gleichungen zur Ver- 
fügung, mittels deren die Unbekannten Jl, X^ 
B, Xi , H und V bestimmt werden können. 

Zuerst sollen die gegenseitigen Kräfte im 
Oelenke C berechnet werden. Das an der links- 
seitigen Stange die Kraft JE nach links wirken mufs, erkennt man 
leicht; der Sinn wn Fist vorläufig unbestimmt; wir nehmen ihn nach 
oben an. Bei der Momentengleichung in Bezug auf A (Fig. 228) fallen 
A und X aus, und man erhält einfach: = — Hh — Vb + Gc. An 
^er rechtsseitigen Stange (Fig. 229) müssen H und V entgegengesetzt 
angebracht werden, und man erhält: Fig. 229. 

= Hh^ — Vbi —GiCi. 
Aus beiden Gleichungen folgt: , 

Gcbi+G^c^b k 




1) 



-2) 



H=- 



F= 



bhi + ftj A 
Gchj^ — GiC^h 




bhi + bih 

Wird hierbei F negativ, so ist es in Fig. 228 abwärts, in Fig. 229 
aufwärts gerichtet. 

Weiter folgt dann leicht an der linken Stange: 



X-=H; 



Fig. 230. 



5) A=G — V; 

an der rechten: 

4) J5==öi+F; X^=:H. 

Wirken aber an jeder Stange zwei 
Lasten P und Q bezw, P^ und Qi 
{Fig. 230), 80 kann man P und Q durch 
ihre Mittelkraft G^ ebenso P^ und Qi 
4urch ihre Mittelkraft Gi ersetzen, u. zw. ist dann einfach 

Gc = Pd + Qe; G^c^^^P^d^ +Qi^i- 

13* 
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Fuhrt man dies in die Ol. 1 und 2 ein, so entsteht: 

5) s^pdh+Q^±mi±Qifik,,i 

ohi + Oih 

In diesen Gleichungen ist jede der 4 Lasten durch ein be- 
sonderes, von den anderen unabhängiges Glied vertreten; fallen z.B. 
die Lasten Q, Q^ und P^ fort, bleibt also nur P, so wird 

_ Pdb^ ^ ^_ Pdh^ 



H= 



F= 



Fig. 231. 



bhi -\- byfi bhi -{-b^h 

Jede der Lasten liefert hiernach zu den Kräften H und V ihre» 
bestimmten, unabhängigen Beitrag; man kann daher beim gleich- 
zeitigen Vorhandensein beliebig vieler Lasten den Einflufs jeder 
einzelnen Last auf H und V besonders ermitteln und braucht die 
einzelnen Beträge dann nur mit Rücksicht auf ihre Vorzeichen zu 
summieren. Das eigene Gewicht der Stangen wird ebenso wie jede^ 
Last behandelt; man kann daher die Stangen als an und fQr sich 
gewichtlos betrachten. 

Eine unbelastete und gewichtlos gedachte Gelenkstange hat aber 
Eigenschaften, die für die Berechnung der Stangenverbindungen sehr 
wichtig sind (A. Kitter, Technische Mechanik). 
An einer solchen Stange müssen die Gelenk- 
drücke W und D sich allein im Gleich- 
gewichte halten, also gleich und entgegen- 
gesetzt sein und in dieselbe Gerade fallen 
(Fig. 231), d. h. in die gerade Verbindungs- 
linie beider Gelenke. Oder es gilt der Satz: 

Eine gewichtlose unbelastete 
Gelenkstange kann nur Widerstände 
in der Richtung der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke 
ausüben. 

Sind die Pfeilspitzen der an beiden Gelenken auftretenden 
Kräfte einander zugewandt, wie in Fig. 231, so erfährt die Stange 
Druck. Denken wir uns die Stange an irgend einer Stelle zwischen 
den Gelenken durchschnitten, so haben wir an der Schnittstelle 
eine innere Spannkraft S anzubringen, welche die Wirkung de* 
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abgeschnittenen Stückes ersetzt; diese Spannkraft ist ebenfalls = D 
4ind ihr entgegengesetzt, oder: 

Die Spannkraft einer unbelasteten Stange fällt in 
4]ie Verbindangsgerade der beiden Gelenkpunkte. 

Ist nun (Fig. 232) die linke der beiden Stangen mit G belastet, 
<lie rechte einstweilen unbelastet (man betrachte G' einstweilen als 
nicht vorhanden), so übt letztere 
^inen Gegendruck 2> = TT^ in der ^^^- ^•^^• 

Richtung B C, welche sich mit G 
im Punkte jST schneidet ; durch K 
mufe dann auch der Widerstand W 
<]es Gelenkes A hindurchgehen, 
weil an der Stange A O die drei 
Kräfte: 2>, ö und TT sich im 
Oleichgewichte halten müssen. 
Nach dem hierdurch die Sichtungen 
Ton W und TTj gefunden sind, 
läfst sich leicht ein Krafteck abc 
dieser drei Kräfte zeichnen, aus 
welchen dann die Gröfsen W und 
D=Wi abgegriffen werden können. 

Für eine Belastung der 
redten Stange mit G' findet 
man in entsprechender Weise die 
zugehörigen Widerstände W und 
PF/ im Krafteck bde. Sind nun die Lasten G und G' gleichzeitig 
vorhanden, so treten auch die entsprechenden Widerstände gleichzeitig 
auf. Der Gesamtwiderstand im Punkt A ist dann die Mittelkraft 
aus W und W\ Diese ist aber leicht zu finden, wenn man aus 
bc und eb ein Parallelogramm Ocbe zeichnet; dann finden sich 
Oc = W' und c a = TF aneinander gereiht, und ihre geometrische 
Summe Oa ist der Gesamtdruck Wa in A, Ebenso ist dO der 
Oesamtdruck Wi, in B. Bringt man diese Gesamtkräfte in A 
und B an, so schneiden sie G und G' in Punkten L und L\ durch 
welche auch der Gesamtdruck des Gelenkes C hindurch gehen 
mufs, die deshalb mit C in einer Geraden liegen müssen, und zwar 
mufs diese Gerade LCL' \\ Ob sein, weil Ob den Gesamtdruck 
des Gelenkes nach Bichtung und Gröfse darstellt. 
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Bückt die Last O (Fig. 233) dem Widerlagergelenk A näher 
und näher, so verschiebt sich der Schnittpunkt K der drei Kräfte auf 
der Verlängerung von B C mehr 
und mehr nach oben, und die Fig- 233. 

Richtung von W nähert sich mehr 
und mehr der Lotrechten. Im i 
Grenzfelle, wo G mit A zu- 
sammenföUt, wird W lotrecht, 
fällt also mit O in dieselbe 
Sichtung; aus diesem Orunde 
wird die dritte Kraft D^^W^ 
(nach S. 63) = Null; die Last G 
wird unmittelbar von dem festen 
Gelenkpunkt A auf das Wider- 
lager übertragen; im Gelenke C 

tritt gar keine Kraft auf, und die Stangenverbindung bleibt ohne 
innere Spannkräfte. Also: 

Eine Last, die an einem Widerlagergelenkpunkt 
einer Stangenverbindung angreift, bringt in der 
Stangenverbindung selbst keine Spannkräfte hervor. 

Bückt aber die Last G der linken Stange nach C hin (Fig. 234),. 
so nähert sich der Punkt K mehr und mehr dem Punkte C und 
fUllt mit ihm zusammen, wenn die 
Last durch G gebt. Denkt man 
sich nun die Stangen durchschnitten, 
so müssen ihre Spannkräfte beide 
in die Richtungen AC und BC 
fallen. Oder : 

Greifen die Lasten nur 
in dem gemeinsamen Gelenk- 
punkt einer Stangenverbindung an, so fallen die 
Spannkräfte der Stangen in die Yerbindungsgeraden 
der Gelenkpunkte (die Stangen richtungen). 

Die beiden vorstehenden Sätze gelten, wie man leicht erkennt^ 
auch für eine Verbindung von beliebig vielen Stangen. 

Die Bestimmung der Widerstände der festen Gelenke geschieht 
in derselben Weise, wie auf S. 197 beschrieben, wenn auch die 



Fig. 234. 
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einzige Yorhandene Last ^'anderVerläogerung einer Gelenkstange 
angreift und etwa von der lotrechten Sichtung abweicht (Fig. 235). 

In Fig. 236 ergeben sich leicht die Spannkräfte S und Si der 
beiden Gelenkstangen, 

und zwar wirkt die Fig. 235. Fig. 236. 

Spannkraft S auf Zug, 
Si auf Druck. 

Ist bei einem 
Bogenträger mit drei 
Gelenken (Fig. 237) nur 
die linke Hälfte durch 
eine Einzellast G be- 
lastet, so kann, ohne 
Bücksicht auf • die 

Form, die rechte Hälfte wie eine gewichtlose Stange behandelt 
werden, so dafs die Richtungen der Widerlagerdrücke W und TFi 
in einfacher Weise bestimmt sind und 
daher die Zeichnung des Kraftecks aus 
(t, W und Wi ermöglicht ist. 

Liegt das gemeinsame Gelenk O 
oberhalb der Geraden AB, so erfordert 
eine Last G (Fig. 234, S. 198) schräg 
aufwärts gerichtete Widerstände W und 
Wi; diese Kräfte haben nach dem 
Gesetze der Wechselwirkung das Bestreben, die Widerlager schräg 
nach unten und auseinander zu drängen; die Stangen erfahren 
Druckkräfte. Liegt aber ö unterhalb 
Ä B (Fig. 238), so verkehren sich alle 
Verhältnisse ins Entgegengesetzte: die 
Stangen werden gezogen und suchen die 
Widerlager nach innen zu ziehen. 

Solche innere Zugkräfte, deren Bich- 
tung mit der Verbindungsgeraden zweier 
Gelenke zusammenföllt, können auch 
durch ein Seil aufgenommen werden. 
An Stelle der Gelenke hat man sich dann Seilknoten zu denken 

Verbindung von mehr als zwei Stangen. Eine Verbindung 
von zwei Gelenkstangen wie Fig. 238 bildet eine bestimmte Figur, 




Fig. 238. 
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nämlich ein durch drei Seiten bestimmtes Dreieck ^£0, weil die festen 
Punkte A und B die Seite AB festlegen. Eine Verbindung von 
mehr als zwei Stangen bildet aber eine veränderliche Figur, weil 
ein Vieleck von mehr als drei Seiten nicht mehr durch die Seiten 
allein bestimmt ist. Sind die Längen der Stangen, deren Lasten 
und die Widerlagergelenkpunkte A und B gegeben, so gibt es nur 
eine gesicherte Gleichgewichtslage, welche sich allmählich von selbst 
einstellt, wenn man die Stangenverbindung der Wirkung der Lasten 
überläfst. Diese Kuhelage mufs zunächst ermittelt werden, bevor 
man die Widerstände der Befestigungspunkte und die Spannkräfte 
der Stangen bestimmen kann. 

Betrachten wir eine Verbindung von drei 
Stangen, so sind deren Neigungswinkel a^, aj, 
a3 in der Gleichgewichtslage unbekannt. Greifen 
die Lasten irgendwo zwischen den Gelenk- 
punkten an, so ist es zur Vereinfachung em- 
pfehlenswert, jede Last G durch zwei parallele 
Seitenkräfte K zu ersetzen, die je in einem Gelenk 



Fig. 239. 




angreifen. Es ist dann (Fig. 239) -KTi = ö^j ( 1 — 









Verfuhrt man mit den Lasten der anderen Stangen ebenso, so werden 



Fig. 240. 



die auf die Widerlagergelenke 
entfallenden Seitenkräfte, z. B. 
j^i, unmittelbar von diesen 
aufgenommen und kommen fdr 
das Gleichgewicht der Stangen- 
verbindung nicht weiter in Be- 
tracht. An jedem Zwischen- 
gelenk aber summieren sich 
die von links und rechts her- 
rührenden Seitenkräfte und 
geben zusammen die Gelenk- 
^ punktlast. Wir haben dann 
nur mit Gelenkpunktlasten 
P und Q zu tun (Fig. 240), 
und die Spannkräfte der Stäbe 
können nach dieser Änderung mit Bücksicht auf den Satz S. 198 
als in die Stabrichtungen fallend angesehen werden. 
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An dem Gelenkbolzen C hängt die Last P\ die anschliefsenden 
Stäbe üben auf ihn die Kräfte 8^ und 82 aus, und diese 3 Kräfte 
müssen sich das Gleichgewicht halten, weil der Bolzen in Buhe sein 
soll. Es müssen daher diese Kräfte ein geschlossenes Krafteck OEF 
bilden (Fig. 240, links). Da nun 8^ mit der Wagerechten den 
Winkel «i bildet, ist 90«— a^ der Winkel FEO zwischen 8^ und P; 
der Winkel bei O im Krafteck beträgt aber für die angenommenen 
Neigungen «j + «3, derjenige bei F ist 90^ — oj. Mithin wird 
nach dem Sinus-Satze: 

P:82 = sin («^ + «2) • ^^^ *i • 

Ebenso müssen die in 2> angreifenden Kräfte ^2, Q und 8-^ ein 
geschlossenes Dreieck OiFi G bilden, für welches die Gleichung gilt: 

Q : &2 = sin («3 — ttg) : cos «3. 

Durch Division ergeben diese beiden Gleichungen: 

. . sin («1 + «2) ^s «3 _ P 

sin («3 — «2) cos «1 Q ' 

Dies ist die einzige Beziehung, welche zwischen den gegebenen 
Lasten und den Gleichgewichts-Neigungen «j, a2 und «3 aufgestellt 
werden kann. Haben aber die Punkte A und B einen gegebenen 
wagerechten Abstand a, einen Höhenunterschied b, so müssen diese 
Werte gleich sein der algebraischen Summe der wagerechten bezw. 
senkrechten Projektionen der Stangen, oder 

2) li cos «1 + ^2 cos ttg + Z3 cos «3 = a ; 

3) li sin «j — ?2 sin «2 — l^ sin 03 = 6. 

Die Gleichungen 1 bis 3 enthalten die Bedingungen für die 
3 Unbekannten a^, «2 ^^^ ^3« sind aber nach diesen Gröfsen nur 
durch mühsames Probieren auflösbar. 

In anderer Gestalt läfst sich die Bedingung für die Gleich- 
gewichtsform der Stangenverbindung aussprechen, wenn man die 
beiden Kraftecke so zusammenschiebt, dafs Oj F^ mit OF zusammen- 
lällt. In der so entstehenden Figur (Fig. 240, rechts) bildet FFG 
den Streckenzug der gegebenen parallelen Lasten, O den PoL OF, 
OF, OG die Polstrahlen, und, wenn man nun bedenkt, dafs OE \\ AC, 
OF\\CD und OG\\DB gezeichnet waren, so ist der Linienzug 
ACDB ein zu den Lasten P und Q gezeichnetes Seileck. Die Pol- 
strahlen des Kraftecks geben Gröfse und Richtung der Stab-Spannkräfte. 
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N'ach der Bedentang der SeUeckseiten ist Dß die Bichtnngs- 
linie einer Kraft ^3 mit dem Sinne von B nach _Z>, weiche die 
Mittelkraft Ton £^1 (anfwftrte), P and Q, darstellt Nach den 
Lehren Aber die Zosammensetznog and das Gleichgewicht der 
Kräfte &in starren KOrper wflrden daher die an einem starren 
Körper wirkenden Kräfte -Si, P and Q mittels eines Seileeks zu 
einer Mittelkraft S^ vereinigt werden können; und eine entgegen- 
gesetzt gerichtete Kraft S^ (mit dem Sinne von D nach S) wOrde 
den Kräften Sy , P and Q, das Gleichgewicht halten. Bei der 
Stangenverbindung haben wir nan gezeigt, da& sie unter Ein- 
wirkung der Stabkrafte S^ and i% und den Gelenkpanktlasten P 
und V im Gleichgewichte sei. Da sich dieselben Kräfte auch am 
starren Kßrper im Gleichgewichte halten, so folgt daraus, dafs, wenn 
eine Gelenkverbindang im Gleichgewicht ist, in dem Gleichgewichts- 
und KraFtezastande nichts geändert wird, wenn man den Gelenken 
die Beweglichkeit nimmt, also z. B. sie zu einem starren Kßrper 
znsammengeschweifst denkt. 

Nach der Eigenschaft des Seilecks schneiden sich die Rich- 
tungen von S'i and S^ aaf der Mittelkraft R der Lasten P and Q. 
Die Spannkräfte 5„ S^ und S^ haben im Krafteck fibereinstimmende 
wagereclite Projektion, d. b. übereinstimmende wagerechte Seiten- 
kraft //, gemessen durch den rechtwinkligen Abstand des Poles 
von der Lastlinie EFG. 

Man erkennt leicht, dafs das vorstehend ffir drei Stangen ent- 
wickelte im wesentlichen auch für beliebig viele, nur in den 
Gelenkpnnkten belastete Stangen gilt; wir fassen dies unter Annahme 
reibungsloser Gelenke zu folgenden Sätzen zusammen: 

1. Die Spannkraft einer jeden Stange fUllt mit ihrer Sichtung, 
A. h. mit der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke zusammen. 

■2. An jedem Gelenkpuokte halten die Spannkräfte der beiden 
benachbarteu Stangen der Last des Gelenkpunktes das Gleichgewicht 

'd. Die Gleichgewichtsform der Stangenverbindung ist ein zu 
den Lasten gezeichnetes Seileck. 

4. Die Spannkräfte irgend zweier Stangen halten den an den 
zwiscbenliegenden Gelenkpunkten angreifenden Lasten das Gleich- 
gewicht (d. fa. genügen den Bedingungen für das Gleichgewicht 
Etairer Körper). Die Mittelkraft dieser Lasten geht durch den 
Sclinittpiinkt der beiden Spannkräfte. 
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Die vorstehenden Sätze gelten auch, wenn die Gelenkpunkts- 
lasten nicht lotrecht, sondern beliebig gerichtet sind. Werden die 
Lasten aber aasschliefslich durch lotrechte Kräfte gebildet, so 
ist noch 

5. die wagerechte Seitenkraft aller Spannkräfte von der gleichen 
Gröfse JSr. 

Sind nun n Stangen der Längen Z^, l^ ... In und n — 1 
Gelenklasten gegeben, so kann man damit unendlich viele Gleich- 
gewichtsformen herstellen. Bei drei Stangen liefs sich aus den 
Gleichgewichtsbedingungen nur eine Gleichung (Gl. 1, S. 201) mit 
den drei Unbekannten a^, «2» ^3 entwickeln; die beiden anderen 
Gleichungen waren geometrische Bedingungen. Ähnlich ist es 
auch bei n Stangen: Sind die Abstände a und h der Befestigungs- 
punkte in wagerechtem und lotrechtem Sinne gegeben, so lassen sich 
aulser den geometrischen Bedingungen nach Art der Gl. 2 u. 3, S. 201, 
in derselben Weise wie bei drei Stangen noch n — 2 Gleichgewichts- 
bedingungen herleiten. Die Auflösung der Gleichungen nach den 
unbekannten Winkeln a^« ^2-'* ^^^ ^^^^ ^^^ durch umständliches 
Probieren möglich. Viel leichter wird die Aufgabe, wenn statt der 
gegenseitigen Lage der Befestigungspunkte zwei andere Stöcke gegeben 
sind. Die Neigungswinkel a sind sofort bestimmt, wenn im Krafkeck 
(Fig. 240, rechts, S. 200) die Lage des Poles gegen den Strecken- 
zug der Lasten gegeben ist. Sind also von irgend einer Spannkraft, 
z. B. von Si , wagerechte und senkrechte Seitenkraft gegeben, so 
steht Si nach Gröfse und Sichtung fest und bestimmt damit den 
Pol O. Auch die Neigungen zweier Stäbe (d. h. ihrer Spannkräfte) 
legen den Schnittpunkt der beiden Polstrahlen, d. h. den Pol fest. 

In Fig. 240 können die Spannkräfte S^y S^, S^ der Gelenk- 
stangen ebenso gut durch Seilstücke aufgenommen werden. Ein Seil 
kann wegen seiner Biegsamkeit nur eine in seine Längenrichtung 
fallende Zugkraft aufnehmen (vergl. S. 64). Das zwischen zwei 
Knoten befindliche Stück eines gewichtlosen Seiles hat daher die- 
selbe Grundeigenschaft wie eine gewichtlose und unbelastete Gelenk- 
stange, jedoch mit der noch hinzutretenden Beschränkung, dafs im 
Seile nur Zugkräfte möglich sind. Das Viereck ACDB ist also 
die Gleichgewichtsform einer in den Knoten C und D belasteten Seil- 
verbindung. Hiermit erklärt sich die S. 103 (nach dem Vorschlage 
von G. Lang) eingeführte Bezeichnung Seileck. 
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Würde im Krafteck (Fig. 240, rechts) der Pol O nach der 
linken Seite von EG symmetrisch verlegt, so erhielten S^ , 5^2 ^"^ 
^3 dieselben Gröfsen wie bisher, S^ würde dann aber im Seileck 
von A ans nach rechts ansteigen mit dem Ansteigangswinkel aj. 
gegen die Wagerechte. Das in solcher Weise zu den Lasten P und 
Q erhaltene Seileck würde eine Figur sein, in welcher die Knick- 
punkte G und D oberhalb AB liegen; S^, S^^ S^ würden wie in 
Fig. 234 (S. 198) Druckkräfte werden. Diese Figur ist als Gleich- 
gewichtsform eines Seiles nicht möglich, gleichwohl hat man den 
Namen Seileck auch far solche Fälle beibehalten, während man 
eigentlich richtiger Gelenkvieleck sagen würde. Ein solches Gelenk- 
vieleck aus mehr als zwei Gelenkstangen mit hochliegenden Zwischen- 
gelenken (nach oben gekehrten Knien), in welchen durch abwärts 
gerichtete Lasten Druckkräfte entstehen, ist nur in unsicherem 
Gleichgewichte, kann nur künstlich gehalten werden und gerät 
bei der geringsten Veränderung in beschleunigte Abwärtsbewegung; 
in Bezug auf die Ermittelung der Gleichgewichtsform und der 
entsprechenden Kräfte ist sonst kein Unterschied zwischen der 
unsicheren und der sicheren Gleichgewichtsform, ebensowenig wie 
zwischen Fig. 234 und 238. 



Fig. 241. 



Beispiel: Sechs Stangen mögen die Längen: Zi = 0,98m; 72 = 0,87^; 
l^ = 0,84 m. i^ z= 0,69 m ; /. = 1 jOi ra j 1^ = 0,86 m haben ; die Lasten seien 
Pj = 62kj?; P, = 54lcg; P;j = 44tg; 
P^ = 60 kg ; p. == 62 kg . Die äufser- 
sten Seiten des Seilecks mögen je 
nnter 45° gegen die Wagerechte 
geneigt sein. Trägt man die Lasten 
zu einem Streckenzuge zusammen (im 
Mafsstabe linm = iokg) (Fig. 241), 
so wird die Gesamtlast 282 ^g, und 
weil die äufsersten Strahlen davon 
je um 45*^ abweichen, so ist der 



Polabstaud H=- IP= 141 kg die 




-ff— V 



wagerechte Kraft, die durch die 

ganze Verbindung hindurchgeht. Die 

Stäbe sind der Keihe nach parallel den Polstrahlen in den gegebenen Längen 

(im Mafsstab J : 100) aufgetragen. Die Längen der Polstrahlen geben die 

Gröfse der Spannkräfte der entsprechenden Stäbe. 



8. Kettenlinien. 
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8. Kettenlinien. 

Wird die Zahl der Gelenkstangen immer gröfser, ihre Länge 
immer kleiner, so nähert sich die vieleckige Qleichgewichts-Fignr 
mehr und mehr einer stetig gekrümmten Kurve. Immer aber bleiben 
dieselben Gesetze gültig: namentlich also fällt die Sichtung der 
Spannkraft einer Stange mit der Bichtang der Stange zusammen. 
Werden die einzelnen Stangen unendlich klein, so kommt man zu 
einer an jeder Stelle völlig biegsamen Kette oder einem biegsamen 
Faden mit stetiger Belastung. Die Spannkraft an irgend einer 
Stelle ist dann tangential gerichtet. Die Belastung der einzelnen 
Bogenteilchen der Kette kann überall gleich oder verschieden sein; 
danach wird die Oleichgewichts form der Kette, die Kettenlinien 
eine verschiedene. 

Wir betrachten zunächst den einfachen Fall, dafd die Belastung 
sich gleichförmig über die wagerechte Projektion der Kette ver- 
teile, dafs also jede Längeneinheit (jedes Meter) dieser Projektion 
ein bestimmtes Gewicht q zu tragen habe. Dies können wir uns 
vorstellen durch einen prisma- 
tischen Belastungskörper mit dem 
Gewichte q für die Längeneinheit, 
der durch lotrechte Schnitte in 
unendlich viele Scheiben geschnitten 
ist, welche mittels gewichtloser 
Fäden oder Hängestangen an der 
selbst gewichtlosen Kette aufgehängt sind (Fig. 242). 

Im tiefsten Punkte G ist die Kette und daher auch die Spann- 




kraft H dieser Stelle wagerecht gerichtet. 
Kette nochmals in einem wagerechten Ab- 
stand X von C, so ist hier, bei P (Fig. 243) 
eine Spannkraft S anzabringen. Die Kräfte 
S und H müssen nun (nach S. 202, 4) den 
zwischenliegenden Lasten das Gleichgewicht 
halten. Die Mittelkraft dieser Lasten ist 
qoc mit dem Abstand ^/2x von P. Die 
Momentengleichung in Bezug auf P liefert 
dann: = — Hy + ^/2 qx^^ also : 



Durchschneiden wir die 



Fig. 243. 




1) 



1/ = 



2ir 



oder a?2 = 2 






y 
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Die Gleichgewichtsform der Kette ist also eine Parabel mit 
lotrechter Achse und vom Parameter H:q. 

Für .r= ^l'il wird 2/=/, daher nach Öl. 1: 



2) 



/= 



8Ä' 



darch Division beider Gleichungen entsteht dann: 

y 4«' 



3) 



/ 



P 



Bemerkenswert ist auch, dafs der Schnitt der 3 Kräfte 5, H und ga? 
in der Mitte der Strecke x liegt, so dafs wenn man die Richtung der Tangente S 
bis zur Lotrechten durch C verlängert, der hier entstehende Schnittpunkt D 
in der Tiefe y unter 0, d. h in der Tiefe 2 y unter P liegt. Dies ist eine 
kennzeichnende Eigenschaft der Parabel. 

Die wagerechte Seitenkraft oder Projektion von 5^ ist = H^ 
die lotrechte V=qx. 

Zu einer gegebenen Last q sind anendlich viele parabolische 
Kettenlinien möglich, je nachdem H gröfser oder kleiner gewählt 
wird. Es läfst sich diese bestimmende Gröfse aber auf die Pfeil- 
höhe / der Parabel zurückführen; denn aus Gl. 2 folgt: 

qP 



4) 



H = 



Sf 



Vergröfserung von H bedingt also Verkleinerung der Pfeilhöhe /, 

TT 72 

und umgekehrt. Der Parameter — kann also auch — geschrieben 
werden. 

Liegen die Befestigungspunkte Ä und B in einem wagerechten Abstand a, 
befindet sich aber ^ um h tiefer als ui, so liegt der tiefste Punkt C nicht in der 
Mitte (Fig. 244). Seine wagerechte 



Entfernung ^/2l von A soll berechnet 
werden. Die. Widerstände Ä und H 
bei A und die Spannkraft H bei C 
müssen den Lasten zwischen^ und Cdas 
Gleichgewicht halten, d. h. -4 = ^hql; 



Fig. 244. 



Ent- 



Hf:=ilsqP also H=^. 

sprechendes gilt für das Stück rechts 
von C, wo statt ^/il zu setzen ist 

a — V2 ly statt f aber / — b. Mithin Ja" = -|- -^ ^ 

S f — 




8. Eettenlinien. 
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Die beiden Werte H sind aber, wie bei jeder lotrecht belasteten Stangen« 
Verbindung, dieselben, mithin 

(2a — Q2_/- — 6^j_ h 



P 
oder "7- = 1 — 



f ~' f 
(2a — 0^ -_4a2_|_4öf7 



P 



Weil aber 



f^SS^ so wird 7 = -^ 



P 
P 



und l = a + 



oder a{l — a) = 
2hH 



2hH 



a 



1 a , h H 
oder — = — H 

2 2 a 2 



Wichtig ist auch die Gleichung der parabolischen Eettenlinie, 
bezogen auf den Anfangspunkt A. Man kann dieselbe entwickeln, 
indem man von der Gl. 1 (S. 205) ausgeht, kann sie aber ebenso 
leicht unmittelbar ableiten: Im Punkt A 
(Fig. 242 und 245) wirken die Widerstände 

A = ^/2ql und ^ = ^ , und in Bezug auf den 

Punkt P (Fig. 245) gilt die Momentengleichung : H 
0=y2qlw — Hy — ^l^qx^, oder 



Pig 245. 



Q 



4/ 



Dies ist also eine andere Form der Gleichung 

TJ 72 

einer Parabel vom Parameter — = tt^ . 

q 8/ 

Auch künftig werden wir öfter auf eine Gleichung der Form 
y=^Gx{J, — 00) kommen ; diese bedeutet stets eine Parabel vom 

deren Achse parallel der ?/- Achse ist und welche 




Parameter 



20' 



die in der a? -Richtung liegende Sehne l symmetrisch überspannt. 
Ist der prismatische Lastkörper nicht an unendlich vielen 
Stellen, sondern nur an einzelnen Punkten zerschnitten und an diesen 
Stellen mit der Kette verbunden, so wird die Gleichgewichtsform 
wieder ein Vieleck, ein Seileck, und zwar ist dies Seileck ein der 
Parabel (Gl. 5) eingeschriebenes Vieleck. Durchschneidet man 
(Fig. 246) die Stangenverbindung im Gelenkpunkte P (der Koordi- 
naten X und y\ so müssen die hier auftretenden Spannkräfte E. 
und V nebst den in A auftretenden Widerständen J. = ^{"^ql und H 
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Fig. 246. 




wieder den zwischenliegenden Lasten qx das Oleichgewicht halten. 
Es entsteht dann ganz dieselbe Momentengleichung wie auf S. 207, 
und für irgend einen Knotenpunkt P gilt die 
Ol. 5. Liegen nämlich die Befestigungspnnkte 
A und B in gleicher Höhe und in dem Ab- 
stand l, so ergibt sich leicht, dafs A = B 
= ^l'iql sein mufs, wie auch diß Schnittstellen 
liegen mögen. Also: 

Ist eine Stangenverbindung der- 
artig belastet, dafs die Last sich 
gleichförmig über die wagerechte 
Projektion verteilt, aber nur in 
einzelnen, den Teillinien der Last 
entsprechenden Oelenkpunkten auf die Stangenver- 
bindung übertragen wird, so ist die Gleichgewichts- 
form ein S.ehnenvieleck einer Parabel mit lotrechter 

Achse; die wagerechte Spannkraft beträgt H=^, wenn 

l die Spannweite, / die Pfeilhöhe der Parabel. 

Sind die einzelnen Teile des prismatischen Lastkörpers nicht 
an den Schnittstellen, sondern je in der Mitte durch Hänge- 
stangen an der Oelenkstangen Verbindung befestigt, so bildet die 
Oleichgewichtsform der letzteren, wie sich aus einer Betrachtung 
der Fig. 243 ergibt, ein der Parabel u m schriebenes Seileck. 

Beispiel: Die Kette einer Hängebrücke habe 40"^ Spannweite und 5» 
Pfeilhöhe (Fig. 247). 

Ihre Belastung ver- ^^^' ""*'• 
teile sich nahezu 
gleichmäfsig über 
die wagerechte Pro- 
jektion und betrage 
gi=1000kg für das 
Meter Länge. Die 
Kettenglieder werden 
demnach einer Pa- 
rabel eingeschrieben 
sein. Die wage- 
rechte Spannkraft wird fi'=«=|y = ^-^ — = 40000^8. Die ganze 

Spannweite sei durch Hängestangen in acht gleiche Fache von je 5» Länge 




8. Eettenlinien. 
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geteilt. Dann hat jede Stange das Gewicht zweier halben Fache =5000^? 
anf die Kette zn übertragen. Da sieben mittlere Knotenpankte vorhanden 
sind, so kann man das entsprechende Erafteck zeichnen, indem man die sieben 
Lasten von je 5000 ^g auf einer Lotrechten aufträgt (5000^? = 27« ™™). Der 
Mitte der Lasten gegenüber wählt man in einem Abstand J9' = 40000^? 
= 20™!!^ den Pol 0. Die Polstrahlen nach den Teilpunkten der Ljistlinie 
geben dann Bichtung und Gröfse der Spannkräfte der einzelnen Stäbe. £in 
Punkt P der Kette in einem Abstand x = ^lil von der Mitte hat eine Höhe y 
über dem Scheitel C (nach Gl 3) : y = f-Ax'^\P = f'^l\ = */♦"». Würde man 
die Aufhängepunkte A und B an den Pfeilern befestigen, so würden diese 
einen Druck A = B=^l2ql nach unten, zugleich aber eine nach innen ge- 
richtete wagerechte Kraft -ff = 40000 kg erfahren. Letzterer würde ein hoher 
Pfeiler nicht leicht widerstehen können, daher führt man die Kette jenseits 
dss Pfeilers fort und verankert sie in tiefer liegendem Mauerwerke, so dafs der 
Pfeiler im wesentlichen nur lotrechten Druck erfahrt. Die Breite der Pfeiler 
macht es unmöglich, die Endpunkte A und B als Aufhängepunkte der Last zn 
benutzen. Die hierdurch veranlafste Abweichung ist auf der rechten Seite, 
bei jB, berücksichtigt (auch im Krafteck), während auf der linken, bei A, der 
ideelle Zustand beibehalten wurde. 

Die nach aufsen gerichtete Kraft H kann auf die beiden Punkte A und B 
auch durch eine steife gerade Verbindungsstange ausgeübt werden, welche 
diese Kraft H als Druckkraft 

aaszuhalten hat (Fig. 248). Als- Pig, 248. 

dann branchen die Stützen nur .^ 

noch lotrecht aufwärts gerichtete t ¥ ? 1 

Widerstände A und B zu 
leisten. Die Fahrbahn, welche 
bei Hängebrücken unter der Kette 
sich befindet, kann nun auch in 
die Höhe der Stange AB gelegt 

und durch Druckstangen auf die Gelenke der Kette gestützt werden. Das 
Sehnen -Vieleck der Parabel bleibt aber nur im Gleichgewichte, solange die 
Last gleichförmig verteilt ist. 




Fig. 249. 




Kommt eine fremde Last hinzu, 

so wird die Stangenverbindung 

eine Verrückung erfahren; es 

treten Schwankungen ein, die bei 

Kettenbrücken bekannt sind, und 

erst nach längerer Zeit kann sich 

ein neuer Gleichgewichtszustand bilden, wenn keine fernere Änderung der Last 

erfolgt. Diese Bewegungen kann man mehr oder weniger verhindern, indem 

man die einzelnen, in Fig. 249 befindlichen Trapeze durch Einfügung je einer 

Diagonale oder Strebe zu geometrisch bestimmten Figuren umwandelt. Auf 

diese Weise entsteht ein parabolischer Fachwerkträger. Dreht man 

die Figur um eine wagerechte Achse, bis das parabolische Vieleck oberhalb 

Keck, Mechanik L 14 
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dar Sehne AB liegt, so hat man eben parabolischen Träger anderer Art 
Die Stäbe des Vieleclia erfahren dann Dinck, die Sehne AB aber Zug. 
(S. A. lütter, Techn. Mechanilt, 2. Aufl., S. 244.) 

Eeftenlinie fOr gleichförmig rerfinderte Belastung. Besteht 
der BelastungskOrper ans zwei symmetrischen Keilen (Fig. 250), so 
ist die Belastung q der 
Längeneinheit veränderlich, '^' 

nämlicb 

wenn 9, die Einbeitsbe- [ 

lastuog an den äurseren 

Enden ist Zwischen G 

und P befindet sieb dann 

eine Gesamtlast ^hqx mit !r 

dem Hebelarm ^/zx in 

Bezug auf P. Daraus folgt die Momentengleicbung 




■i^y-^-i 



6) 

Wird wiederum 

7) 






' ZHV 



f fflr a;='/il, so ergibt sieh auch leicht 
2/:/= Sx^:P. 

Die Kettenlinie bildet also von C bis B einen Zweig einer kubischen 
Parabel; CA ist dazu symmetrisch. 



9. Brücken- und Tafelwagen. 

Bei den auf S. 176 behandelten Hebelwagen wurde die Be- 
lastung einer Wagscbale mittels Hängeketten auf einen bestimmten 
Punkt des W^ebalkens übertragen. Die dem Aufbringen der 
Last unter umständen hinderlichen Ketten lassen sich entbehren, 
man kann fQr die Last eine freie Brücke oder Tafel schaffen und 
durch Anwendung geeigneter Stangenverbindungen erreichen, dafs 
die Last an jede beliebige Stelle der Brücke oder Tafel gelegt 
werden darf, ohne das Ergebnis der Wägung zu beeinflussen. 



9. Brücken- und Tafelwagen. 
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BrBckeuwage des Strafsburger Mechanikers Quintenz (1821). 
<Fig. 251). Das Qanze zeigt im Aufrifs 2 feste Drehpunkte A und B, 
Die Stange JE,G^ welche in der Figur den Brückenbalken FH 
«chneidet, geht in Wirklich- 
keit ungehindert daran vor- ^^^* ^^^' 
bei, weil FH ebenso wie GB 
im Grundrifs aus 2 Teilen 
))esteht. Die Last Q wird 
mittels des BrQckenbalkens 
FH von zwei Kräften W^ und 
W^ im Gleichgewichte ge- 
Tialten, u. zw. ist W^ = Qx\l\ 
W2 = Q — Q,x : Z, wenn l die 
Länge des Balkens ist. Wi 
wird mittels der Zugstange 
FD auf den oberen Hebel 

OAF übertragen. Wi drückt auf den untersten Hebel BG 
nach unten und wird durch die bei G angreifende Spannkraft 
d Qx d 




Ux. 



^m 



n;^^. 



^^^^^ssm^i 



f/A^^/^Ay^..^,^Aii^y:m^,^/MyMMm'; 7mi ^A 







W^ = W,—:= 



im Gleichgewichte gehalten. Der oberste 

Hebel trägt bei G die Schale mit dem Gewichtstücke P, welches 
-den Spannkräften W^ und W^ das Gleichgewicht halten mufs. 
Also wird 



•oder 



Pa=^qh--Q^(h-^c]. 



Damit nun die Lage der Last auf der Brücke gleichgültig sei, 
mufs in der letzten Gleichung das mit x behaftete Glied ver- 



b : c = d: e sein ; d. h. die 



-schwinden, es mufs b = — c oder 

e 

rechte Seite ADE des obersten Hebels mufs mit dem untersten 
Hebel BHG in gleichem Verhältnisse geteilt sein. Dann wird 
Pa = Qb, d. h. die Anwendung der Stangen und Hebel bewirkt, 
^afs es für den obersten Hebel so ist, als ob die Last Q unmittel- 
bar bei D hinge. Macht man dann noch a = 105, so hat man 
«ine sog. Dezimalwage. 

14* 
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Brlcknitrai^e tad George (Parte), 1840. Die BrQcke (Fig. 2&2> 
wird TOD einem |_-f9rmigeii Bahmen getragen. Dieser hängt im 
Punkte D mittels einer Hänge- pj, 252. 

Stange DC an dem oberen 
Hebel CAB. Damit die durch 
Q, belastete Brflcke wegen ihrer 
seitlichen ünterstfitzang nicht 
umkippe, wird sie durch zwei 
parallele Stäbe EF und GH 
80 geführt, dafe sie stets pa- 
rallel ihrer nrsprflnglichen Lage 
bleibt. 

Ad der BrQcke halten sich im Qleichgewiclite (Fig. 253) das 
Gewicht Q, die Kraft Z der H&ngestange und die Kräfte T 



, . J, 


i 


Q 

( 




1 


1 








___._ 


-B 







Fig. ! 



und Y der Fflhrungsatangen. Daher mufe 
Yh = Qx sein nnd, was die Haupt- 
sache, Z = Q, d. h. die Zugstange Gß 
Überträgt auf den obersten Hebel ein- 
fach die Last Q. Eine Verscbiebong der 
Last beeinflufst nur die Kraft in den 
Führnngsstangen; es wird also wieder 
Pa = Qb. 

Tafelwage. Auf demselben Grundgedanken beruhen die Tafel- 
wagen, welche ein&ch auf jeden Tisch gestellt werden kennen nnd 
bei denen die Schalen oben frei liegen (Fig. 254). Auch hier kann 



i 


7. 












1 






Q 




Y 


\ 


J 



Fig. 254. 
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die Last an 'jede Stelle der Schale 
gelegt werden. In der Linie GD 
fügt man zwei gleiche entgegen- 
gesetzte Kräfte Q, hinzu, dann 
wirkt die abwärts gerichtete 
dieser beiden niederdrückend auf 
die parallelen Hebel GACj und 
DBD^, während das aufserdem 
wirkende Moment Qx von den in der Längenrichtung dieser HebeT 
auftretenden, Ton den festen Drehpunkten A und B aufzunehmenden 
Kräften Y aufgehoben wird. Die Wage wirkt also wie eine gleich- 
armige Balkenwage. Wagerechter Stand bedingt Gleichheit zwischen 
Last Q, und Gewichtstüok P. 



i — ^t1' 

»1° g — ^ t>j} 
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10. Reibung. 

a) Reibun^ziffer, Reibungswinkel und Reibungskegel. 

Bisher haben wir die Körper als vollkommen glatt angenommen, 
wobei sie infolge einfacher Berührung nur Normalkräfte aufeinander 
ausüben konnten. Wäre dies wirklich der Fall, so würde ein Körper 
auf wagerechter Ebene, einmal in Bewegung gesetzt, seine Bewegung 
stets mit derselben Geschwindigkeit fortsetzen. Die Erfahrung lehrt 
aber, dafs dies nicht zutrifft, dafs vielmehr eine gewisse Zugkraft 
K erforderlich ist, um den Körper in gleichförmiger Bewegung zu 
erhalten. Daraus folgt das Vorhandensein eines Tangential- oder 
Beibungs Widerstandes T = ^ (Fig. 255). ^ig. 255. 

Die Reibung ist eine Folge der Rauheit der 
Oberflächen der Körper. Ihre Oröfse ist in 
erster Linie von der Gröfse des Normal- 
druckes N abhängig, und man nennt das 
Verhältnis T : N = f (frictio) die Beibungs- 
zifl'er oder den Reibungs-Koeffizienten. 

Ergibt sich, dafs zum gleichmäfsigen Fortziehen eines 62H schweren 

Schlittens anf einer wagerechten Eisfläche eine wagerechte Zugkraft K=2^ 

T K 2 1 
erforderlich ist, so beträgt die ßeibungsziffer /"= — =^ = — ==— . 

Die Beibungsziffer zweier Körper hängt wesentlich von der 
Beschaffenheit der Berührungsflächen ab, also von der Natur der 
Körper, von der Art der Bearbeitung und der etwaigen Schmierung. 

Daneben hat auch die Geschwindigkeit der Gleitbewegung 
einen Einflufs auf die Beibung. Beim Übergang aus der Buhe in 
die Bewegung ist die Beibung am gröfsten und nimmt mit wachsender 
Geschwindigkeit ab. Auch die Gröfse des auf die Flächeneinheit 
kommenden Druckes beeinflufst die Beibungsziffer. Bei sehr kleinem 
Einheitsdruck, also verhältnismäfsig grofser Berührungsfläche ist die 
Beibungsziffer grofs, mit zunehmendem Einheitsdrucke nimmt sie 
anfönglich ab, dann aber wieder zu, wie durch Versuche erkannt wurde. 

Diese Abhängigkeit von der Geschwindigkeit und der Gröfse 
des Einheitsdruckes ist aber nur erst für einige Sonderfälle näher 
festgestellt. Im allgemeinen müssen wir daher / als nur ab- 
hängig von der Beschaffenheit der Berührungsflächen 
behandeln, und voraussetzen, dafs die entsprechende Zahl durch 
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Fig. 256. 



Yersache, deren umstände dem zu behandelnden Falle möglichst 
ähnlich sind, ermittelt wurde. 

Gleitet ein Körper auf fester Fläche, so besteht die Einwirkung 
der letzteren auf den Körper in dem Normalwiderstand N und 
dem Tangential widerstände T=fN. Die Mittelkraft W beider 
heifst der Qesamtwiderstand der festen Fläche und schliefst 
mit der Normalen N einen Winkel q> ein, für den 

tg(p^T:N-=fN:N^f, d. h. 
1) tg (p =/. 

Wegen der festen Beziehung zwischen q) und / nennt man q^ 
den Beibungswinkel. 

Der Beibungswiderstand ist stets der Bewegungs- 
richtung entgegengesetzt. Da nun die Gleitbewegung alle 
möglichen Bichtungen in der Berührungsebene haben kann, so gilt 
von fN das Gleiche. Setzt man jede 
dieser Kräfte /N mit N zusammen 
(Fig. 256), so bekommt man unendlich 
viele mögliche Bichtungen von TF, welche 
eine Kegelfläche mit der Achse iV bilden, 
den sog. Beibungskegel. 

Der Beibungskegel ist eine 
Kegelfläche, deren Spitze im An- 
griffspunkte von N, deren Achse 

in der Bichtungslinie von N liegt und deren Seiten mit 
der Achse den Beibungswinkel q> einschliefsen. Gleitet 
ein Körper auf einer festen Fläche, so leistet diese einen Gesamt- 
Widerstand W, der in der Mantelfläche des Beibungskegels liegt. 

Die von der Bauhigkeit der Körper herrührende Beibung ist 
nun aber eine Widerstandskraft, welche die relative Gleitbewegung 
an der Fläche wohl hindern oder verzögern, niemals aber eine 
solche hervorbringen oder beschleunigen kann. 
Liegt z. B. (Fig. 257) ein Körper vom Gewichte 
^==100^« auf wagerechter Ebene und ist 
y=0,3, so ist zum gleichmäfsigen Fortziehen 
des Körpers (etwa mittels eines wagerecht ge- 
spannten Seiles) eine Kraft K='dO^« erforder- 
lich. Diese Kräfte werden auch an dem Körper noch im Gleich* 
gewichte sein, wenn die Geschwindigkeit desselben zu Null wird. 




Fig. 257. 
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Fig. 258. 




Zieht man aber an dem ruhenden Körper mit einer Kraft £^<:30^^, 
vielleicht nur mit einer Kraft von 10^^, so wird nicht etwa der 
Reibungswiderstand T das Übergewicht über ^=10^ gewinnen 
und clen Körper beschleunigt nach links bewegen, denn der Beibungs- 
widerstand einer Fläche kann eine Gleitbewegung an derselben nicht 
erzeugen, vielmehr wird nun die Widerstandskraft T nur = ^= 10^«^ 
werden. Und läfst man K zu Null werden, so wird auch T = 0. 

Ist also ein Körper auf einer festen Fläche in Buhe, so hat 
der Keibungswiderstand T im allgemeinen nicht den Wert fN^ 
sondern er ist dann ^/N^ er tritt nur in derjenigen Gröfse 
auf, die erforderlich ist, um den Ruhezustand zu 
erhalten. Dann ist aber auch der Winkel 
zwischen W und N (Fig. 259) ß^(p, und die 
Bichtungslinie von W liegt nicht in der Mantel- 
fläche, sondern im allgemeinen im Inneren des 
Beibungskegels. 

Soll ein Körper sich auf einer festen Ebene 
gleichmäfsig und geradlinig verschieben, wobei 
der Gesamtwiderstand W in der Mantelfläche 
des Beibungskegels liegt, so müssen die auiser W noch vorhandenen 
Kräfte eine Mittelkraft B liefern, welche mit der Kraft W im 
Gleichgewicht ist, also ebenfalls in der Mantelfläche 
des Beibungskegels liegt (Fig. 258). 

Soll der Körper aber auf der festen Fläche 
in relativer Buhe verbleiben, wobei W im allge- 
meinen im Inneren des Beibungskegels liegt (Fig. 259), 
so mufs auch B eine solche Bichtung und Lage 
haben. Liegt beim ruhenden Körper B auf der 
Mantelfläche des Beibungskegels, so genügen die 
Kräfte sowohl der Bedingung für die Buhe als auch derjenigen 
für die Bewegung. Es beflndet sich dann der Körper im Grenz- 
zustande der Buhe. Wird er in richtiger Weise p. ^^^ 
(etwa durch einen Stofs) in Bewegung gesetzt, so ver- 
bleibt er auch in dieser. 

Der Gesamtwiderstand W kann nur innerhalb des 
Bereiches der ünterstützungsfläche (s. S. 190) angreifen. 
Durch diese ünterstützungsfläche mufs daher auch B 
hindurchgehen; andernfalls würde der Körper umkippen (Fig. 260)* 



Fig. 259. 
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Fig. 261. 




b) Schiefe Ebene. 

Ist die ünterstützungsebene des Körpers unter dem Winkel a 
gegen die Wagerechte geneigt und hat man diesen Winkel so 
geregelt, dafs der Körper unter alleiniger Wirkung der Schwere 
eine gleichmäfsige, geradlinige Abwärts- 
yerschiebung ausführt, wobei der Gesamt- 
widerstand W in der Richtung aufwärts 
von N um den vollen Eeibnngswinkel q> 
abweicht, so mufs die einzige bewegende 
Kraft, die Schwere Q des Körpers, das 
Entgegengesetzte von W sein (Fig. 261). 
Da aber die Lotrechte mit der Becht- 
winkligen zur schiefen Ebene den Winkel a 

bildet, so mufs a = q) sein. Hierin liegt das einfachste Mittel zur 
Bestimmung des Reibungs winkeis q) durch Versuche: Hebt man 
die schiefe Ebene allmählich höher an, bis der darauf liegende 
Körper, durch kleine Stöfse in Bewegung gebracht, die Bewegung 
gleichförmig fortsetzt, so ist der entsprechende Neigungswinkel a 
gleich dem Reibungswinkel (p für die beiden Stoffe, aus denen 
Körper und Bahn bestehen. 

Es möge nun auf den Körper vom Gewichte Q noch eine, 
parallel zur schiefen Ebene, aufvfärt«) gerichtete Zugkraft K wirken 
(Fig. 262). K möge sich mit der Richtungs- 
linie von Q im Punkt A schneiden. Soll 
der Körper gleichförmig aufwärts gezogen 
werden, so übt die Ebene auf ihn einen 
Widerstand W aus, der von der (punktierten) 
Normalen zur Ebene um den vollen Reibungs- 
winkel (p nach unten abweicht. Diese drei 
Kräfte Qy K und W müssen sich nun im 
Gleichgewichte halten, d. h. sie müssen sich in 
dem Punkt A schneiden und aufserdem ein 
geschlossenes Krafteck bilden. Man trage 
also AB als Q auf, verlängere W nach unten und ziehe durch B 
eine Parallele zu K, d. h. zur Ebene, so i^tABG das Krafteck und 
BG die Gröfse K. Ohne Reibung wäre Tr = iVr = 2>^, mithin 
zeigt BD denjenigen Betrag, den K auf reibungsloser Ebene haben 



Fig. 262. 
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mülste (^'Qsina), wibrend DC wegen der Beibang hiozukommt. 
Da nnn der Winkel BAC= a+rp. 2^ BGA aber = 90" — ?>, 
so wird nach dem Sinus-Satze JT : Q «= sin (a -f g») : sin (90" — <p), 
oder: 

1) K:Q = im(a. + q>):{Xßcp. 
oder anch, bequemer für die Recfaonng: 

2) K:Q, = sma. + ftma., 
wenn man sin tp:eii%(p = igfp mit / vertanscbt. 

Soll aber der EJtrper nicht hinauf gezogen, sondern durch 
die aufwärts gerichtete Kraft, die nun K^ genannt werden mOge, 
etwa an einem Seile, gleichmäfsig hinabgelassen 
werden (Fig. 263), so kehrt sich, wegen der ent- 
gegengesetzten Bewegung, die Beibung um, and 
der Widentand W rückt in die zum ersten Falle 
sjrmmetrische Lage, indem er von der Normalen 
nach oben bin abweicht Die erforderliche Eraft 
Kl wird nun durch das erbeblich kleinere Stflck 
BOi dargestellt. 

2i:B^C, = a — ?); 25;BCi^ = 900 + 9), 
mithin 

3) Ä'i:Q = 8in{a — 9J):sin{90« + gp) 

= sin (a — q>): cos f 

4) s=3ina — fcosa. 
(Fflr fp>^a mflföte -ff, abwärts gerichtet sein.) 



Fig. 263. 




Fig. 264. 



Soll die Eraft K aber den Eßrper weder 
hinaufziehen noch hinunterlassen, soll sie viel- 
mehr den in Ruhe befindlichen ECrper in 
Kuba erhalten, so hat man zur Bestimmung 
ihrer QrCfse K^ zu beachten, dafs im Bube- 
zustande der Widerstand W irgend eine 
ßichtung innerhalb des Beibungskegels, 
also hier innerhalb des doppelten Keibungs- 
winkels einnehmen kann (Fig. 264), dafs daher 
der Endpunkt der Eraft Ky im Erafteck irgendwo zwischen C, 
und C liegen mufs, so dafs 

K2 £: Ä", und zugleich ffj = -^ 
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sein mafs, innerhalb dieser Grenzen aber völlig willkürlich gewählt 
werden kann. 

Man kann diese Ergebnisse zusammenfassen in die einzige 
Gleichung : 

5) -K^ = (sin a ±/cos a) . 

Darin bezieht sich das obere Vorzeichen auf die gröfsere^ zum 
Hinaufziehen erforderliche Zugkraft, welche neben der Seitenkraft 
der Schwere (Qsina) noch die Reibung (fQcosa) überwinden mufs; 
das untere Vorzeichen auf die kleinere, zum Hinablassen erforder- 
liche Erafit. Der Einflufs der entgegengesetzten Bewegung macht 
sich in der Formel durch ümkehrung der Vorzeichen von (p oder 
/ geltend, wie auch in allen späteren Fällen sich zeigen wird« 
Diese beiden Werte K und K^ bilden dann zugleich die Grenzen 
für die zum Festhalten erforderliche Kraft K2. Wäre nämlich 
Ko <Ki^ so würde der Körper beschleunigt abwärts gleiten, wäre 
K2>K, so würde der Körper eine Beschleunigung nach oben 
erfahren. Soll weder das Eine noch das Andere erfolgen, so mufs 
K.2 zwischen K^ und K bleiben, ist im übrigen aber beliebig. 
Das Ergebnis, dafs die für den Ruhezustand erforderliche Kraft 
zwischen den beiden, für die abwärts, bezw. aufwärts gerichtete 
Bewegung erforderlichen Kräften bleiben mufs, gilt auch für alle 
anderen im nachstehenden behandelten Fälle dieser Art. 

Beispiel: Eine Holzkiste von 100 leg Gewicht soll auf einer unter 45" 
geneigten Ebene mittels eines, parallel mit der Ebene gespannten Seiles auf- 
wärts gezogen werden. Die Keibungsziffer betrage unter der Annahme einer 
hölzernen Bahn /=0,3, entsprechend einem Reibungswinkel 9p =17®. Für 
et = 45 ist sin a == cos a = y^ß = 0,707 . Mithin (Gl. 5) 

ir= 100 • 0,707 (1 ± 0,8) = 70,7 ± 21,2 = 9 1 ,9 kg bezw. 49,5 kg. 

Darin ist 70,7 der zur Überwindung der schräg abwärts gerichteten Seiten- 
kraft der Schwere erforderliche Teil, 21,2 der Beibungswiderstand. Zum 
Hinaufziehen mufs an dem Seile mit 91,9 kg gezogen werden, zum Hinablassen 
sind nur 49,5 kg erforderlich. Ist die Eiste in Kühe und soll sie auch mittels 
des Seiles in Kühe gehalten werden, so mufs man an dem Seile mit einer 
Kraft K2 ziehen, welche zwischen 49,5 und 91,9 kg Hegt. Übt man nur die 
kleinste zulässige Kraft von 49,5 kg aus, so mufs die Keibung mit ihrem vollen 
Betrage von 21,2 kg dem Arbeiter zu Hülfe kommen, um die Seitenkraft der 
Schwere von 70,7 kg aufzuheben. Es erfordert diese Verwendung der kleinsten 
Kraft aber ein gewisses Mafs von Aufmerksamkeit; denn läfst die ausgeübte 
Kraft nur im geringsten nach, so erfolgt eine beschleunigte Abwärtsbewegung, 
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Fig. 265. 



die dann nur mit gröfserer Anstarengnng wieder anfznheben ist. Übt man an 
dem Seile, der Sicherheit wegen, -«ine gröfsere Kraft aus als 49,5 i^g, so ändert 
sich dadurch in dem sichtbaren Buhezustande nichts; die Beibung tiitt dann 
nur mit entsprechend geringerem Betrag auf. Hat die Spannkraft den Wert 
70,7 1«, so kommt gar keine Beibung zur Wirkung, denn diese tritt im Buhe- 
zustande stets nur in derjenigen Gröfse auf, die nötig ist, um das Gleiten 
zu verhindern. In diesem Falle würde auch bei völlig glatten Körpern kein 
Gleiten eintreten. Wächst die Spannkraft über 70,7 kg hinaus, so würde bei 
glatten Körpern schon ein beschleunigtes Gleiten nach oben eintreten; in 
Wirklichkeit wird der Überschufs einstweilen noch durch Beibung vernichtet, 
die non aber sich nach unten richtet und der Schwere zu Hülfe kommt. Bei 
91,9 kg Kraft nimmt diese Beibung den gröfsten möglichen Wert an. Würde 
der Körper nun durch einen kleinen Anstofs nach oben in Bewegung gesetzt, 
so würde er diese Bewegung auch fortsetzen. Erschütterungen können den 
Eingriff der Unebenheiten der Körper zeitweise aufheben oder vermindern und 
deshalb auch die Beibung teilweise aufheben. 

Ist die Zagkraft K nicht parallel der Ebene, sondern weicht 
sie von der Normalen zur Ebene um 
einen Winkel ß ab (Fig. 265), so ver- 
fährt man im übrigen wie oben. K und 
Q, mögen sich in A schneiden. Von A 
aus trage man Q==AB auf, zeichne W 
wie in Fig. 262, ziehe BC\\K, so ist 
BC = K für die Aufwärts bewegung. 
Und zwar ist 

6) K:Q = sm{a + q^): sin (/S — 99). 

Für gleichförmige Abwärtsbewegung ist wiederum nur + 9> 
mit — q> und umgekehrt zu vertauschen, also 

7) K^:Q = 9m{oL — (f):sm(ß+(p). 

Für Buhezustand ist erforderlich, dafs K2 
zwischen K^ und K verbleibe. 

Denkt man sich die Bichtung der Zug- 
kraft Kj etwa des Zugseiles, veränderlich, so 
ändert sich auch die Oröfse von K. In dem 
Dreieck ABC (Fig. 265) wird K^BG offenbar 
am kleinsten, wenn BC rechtwinklig zu AG 
ist, wenn also 2< AGB = /S — p == 90*^, oder 
yS=:90o + p; es weicht dann die Kraft K von 
der Parallelen zur Ebene um den Beibungswinkel nach oben hin 
ab, und es ist (Fig. 266) ^»»m == Q sin (a + (p). Dagegen wird 




n\^ 



Fig. 266. 
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Fig. 267. 




K = BG (Fig. 265) immer gröfser, wenn der Winkel ÄCB ab- 
nimmt; ist endlich BC\\W, i. h. ß=q>, so wird K=oo, 
Für diese Bichtung einer zunächst endlich gedachten Kraft K 
fällt nämlich die Mittelkraft R aus K und Q in das Innere 
des Beibungskegels, wobei eine gleichförmige Gleitbewegung nicht 
möglich ist. Nur far X = oo 
würde Q gegen K verschwinden und 
R mit K und W zusammenfallen. 
Ist K wagerecht, so wird 
^=90» — a. Dieser einfache Fall 
ist aber ebenso leicht unmittelbar 
zu entwickeln wie aus Gl. 6. Es 
ist (Fig. 267) 

^:Q = tg(a + 9?). 
Schreibt man 
8) J5r=0tg(a±(p), 

so hat man in dem kleineren Werte wieder A\ zum Hinablassen 
und in K und K^ die Grenzen f&r den Ruhezustand. 

Halbkugel auf schiefer Ebene. Eine Kugel kann unter alleiniger 
Einwirkung der Schwere auf schiefer Ebene nicht in Buhe sein, wohl 
aber eine Halbkugel (Fig. 268). Der Ge- 
samtwiderstand des Berührungspunktes A 
mufs das Gewicht Q aufheben. Der 
Normalwiderstand N geht stets durch 
den Mittelpunkt O. Es mufs stattfinden 
N=Q cos OL, die Beibung T = Q sin a ^ 
und in Bezug auf O: 

0= + Tr — Q'SÖsin'd, 

mithin, weil nach S. 158 SO ^''^/sr: 

sini?= ^/3sin a. 

Die Grenzbedingungen für die Buhe sind 

sina<78f weil 'd höchstens =90^ werden kann, und aufserdem 

a<9y, weil die Halbkugel sonst ins Gleiten kommt. 

c) Bewegung in Keilnuten. 

Liegt ein Körper, statt auf wagerechter Ebene, in einer wage- 
rechten keilförmigen Binne oder Keilnut mit dem Keilwinkel 20 



Fig. 268. 
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(Fig. 269), so mässen in der Qaerschnittsebene die Gegen- 
dr&cke N der Seitenflächen dem Gewichte Q das Gleichgewicht 
halten. Ea wird 

Q = 2Nsmd oder 2i\ = Q:8ind. 
Der Bewegung setzt sich an jeder Seitenfläche ein Keibnngswider- 
stand /N entgegen, so dafs 
die in der Längsrichtung der *^* "^ 

Eeilnnt erforderliche Zng 
kraft wird 

_^ 
sin ö' 



= 2/JV. 



AV' 



Das keilartige Einpressen des 
Körpers in die Nnt hat im 
Vergleiche mit der Bewi^ung 

aaf ebener Fläche denselben Einflnfs, als wSre die Rauhigkeit 
yerstirkt, die Heibungszifl'er / auf /:sind vergröfsert (A. Ritter, 
Technische Mechanik). Dasselbe Ergebnis findet man auch in 
anderen Fällen, wenn man aus dem Falle der Bewegung eines 
Körpers auf einer ebenen oder krummen Fläche zu demjenigen 
übergeht, wo in die Fläche keilförmige Rinnen eingearbeitet 
sind, in die der KOrper keilartig eingreift und längs deren der 
Körper gleitet Uan hat dann stets / zu vertauschen mit 
/ : sin d, oder auch den Reibungswinkel (p mit einem gröfseren 
Werte y>, ffir den 



10) 



tgv = 



sin Ö 



ist. 



Gibt man z. B. der Rinne eine Neigung 
rechte (Fig. 270), so ergibt sich Q cos cc 
als diejenige Seitenkraft von Q, welche 
den Körper in die Keilnut eindrflcktv In 
vorstehender Fignr 269 ist dann Q mit 
3 cos 3 zu vertauschen ; daher wird 



gegen die Wage- 

Fig. 270. 



2 iV = ^ COS a : si 

und der gesamte Reibungswi 

2/N ^Qcosa-/ 



ind 

iderstand 
sin d. 




Setzt man diesen Wert =Qsina, so erhält man die Bedingungr 
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für gleichförmige Abwärtsbewegang durch die Schwere, näm- 
lich k^^^J- 



tga 



sm 



- = tgv, oder a = \p. 



Es ist hierzu nicht erforderlich, dafs eine wirkliche Keilnut 
vorhanden sei; gleiche Wirkungen treten auch auf, wenn der Körper 
sich etwa zwischen 2 runde Bäume einkeilt, wenn also die von 
den bewegenden Kräften herrührende Seitenkrafb (in der Richtung 
rechtwinklig zur Bewegung) von 2 Kräften N aufgehoben wird, die 
mit ihr in einer Ebene liegen, aber nicht parallel sind. 

Soll ein runder Körper zwischen den Bäumen einer sog. 
Streichleiter gleiten (Fig. 271) und ist d = 450 Fig. 271. 
der Winkel der Tangente bei A mit der Mittel- 
ebene, so wird /:8ind= 1,414/ als Keibungsziflfer 
einzuführen sein, also wenn, wie in dem Beispiele 
auf S. 218. /=0,3 ist, statt dessen 0,42. Bei 
a = 450 wird dann K= 100,4; K^ = Al^s, 




d) Stabfönniger Körper, Ton zwei Ebenen gestützt 

Der Körper mit dem Schwerpunkte S möge die Ebenen in den 
Punkten A und B berühren (Fig. 272), u. zw. sollen A, B und S 
in einer lotrechten Ebene liegen, zu welcher die beiden Stütz- 
ebenen rechtwinklig sind. Wären die Körper völlig glatt, so könnten 
in A und B nur Normaldrücke N und iVi entstehen, durch deren 
Schnittpunkt C die Schwerlinie des 
Stabes gehen müfste, wenn Gleich- 
gewicht bestehen sollte. Bei vor- 
handener Bauhigkeit aber hat man in 
A und B die Beibungskegel zu 
zeichnen; die Mittelschnitte derselben 
haben ein Viereck DEFG gemeinsam, 
und dies Beibungsviereck ist der 
Bereich aller möglichen Schnittpunkte 
der Widerstände W und W^ der Stütz- 
punkte A und J5. Da nun für Gleich- 
gewicht die Kraft Q mit W und W^ einen gemeinsamen Schnitt- 
punkt haben mufs, so erfordert der Buhezustand, dafs die Schwer- 
linie des Stabes durch das Viereck hindurchgehen mufs. Schneidet 
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die Schwerlinie das Viereck aber vielleicht in HJ^ so sind längs 
dieser Strecke HJ unendlich viele Schnittpunkte von TF, Tf^ und Q 
möglich, daher sind auch W und W^ nach Bichtung und Gröfse 
unbestimmt. Nur wenn Q durch einen der Grenzpunkte E und G 
des Vierecks geht, ist die Richtung (und dann auch die Gröfse) 
von W und TT^ bestimmt. In diesen Fällen befindet sich der Stab 
im Grenzzustande der Buhe; W und Wi liegen auf den Mantel- 
flächen der Beibungskegel, es treten in A und B die vollen 
Reibungswerte auf, und bei dem geringsten Anstofs gerät der 
Stab ins Gleiten. 

Ruhestand einer Leiter. Eine Leiter AB von der Länge l 
stütze sich bei A gegen den Boden und lehne sich bei B gegen 
eine lotrechte Wand (Fig. 273). Die Beibungsziffern für beide 
Ebenen seien die gleichen. Der Schwerpunkt S der (etwa belasteten) 
Leiter liege um AS=^nl von A entfernt Ge- 
sucht wird der Neigungswinkel a, unter dem 
die Leiter an der Grenze des Ruhezustandes ist. 

Wird die Leiter in gewöhnlicher Weise 
durch Besteigung belastet, so kann die Schwer- 
linie nur zwischen A und B hindurchgehen; 
es interessiert dann von dem Vierecke DEFO 
der Schnittpunkte (Fig. 272) nur der rechtsseitige 
Endpunkt Ey bis zu dem die Schwerlinie nach 
rechts sich bewegen darf, wenn noch Ruhe 
möglich sein soll. Dreieck AEB ist bei E rechtwinklig, femer ist 
41^ÄJE=900 + a, X.EBA = a + <p. Daher ist im A^^^f: 

A S :AE = sin p : sin (90^ + <x) = sin<p: cos a ; 

im Dreieck ABE: 

AB:AE==l:sm(a + (p), 

und aus beiden Gleichungen durch Teilung: 




AS: AB = nl:l = n=^ 



sin q> • sin (a + (p) 



cosa 



oder w cos a = sin q) (sin a cos 9 + cos a sin q>) . 

Teilt man auf beiden Seiten durch cosa-cos^^? und vertauscht 
tg q> mit /, cos-p aber mit 1 : (1 + tg^p) = 1 : (1 + f^), so 
ergibt sich: 
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oder, nach tga aufgelöst: 



1) 



tga = n{y + /)~/. 



Ist also n gegeben, d. h. bekannt, wie weit das Gesamtgewicht der 
Leiter sich von dem unteren Endpunkt entfernen kann, so steht 
damit der Winkel a fest, welcher dem Grenzzustande der Buhe 
entspricht. 

Soll bei gegebener Schwerpunktslage Sicherheit gegen Gleiten 
vorhanden sein, so mufs die wirkliche Schwerlinie links von E 
bleiben, oder es mufs das nach dem Punkt E berechnete n der 
Gleichung 1 gröfser sein als das wirkliche n^ : d. h. das wirkliche 

./(tga + /) 



ni 



2) 



1+/ 



mithin 



tga 



n,\j+f]-f. 



Fig. 274.- 



Man kann vorstehende Aufgabe, die wir hier geometrisch 
gelöst haben, auch rechnerisch auf Grund der drei Gleichgewichts- 
Bedingungen behandeln. Im Grenzzustande treten 
an den Berührangsstellen zu den Normaldrücken 
N und Ni die vollen Beibungen fN und fN^ 
hinzu, und zwar entgegengesetzt der Bichtung des 
möglichen Ausgleitens, d. h. nach rechts, bezw. 
nach oben (Fig. 274). Die Gleichung der wa^e- 
rechten Kräfte heifst: 

3) /iV=iVi; 
die Gleichung der lotrechten Kräfte: 

4) N + fN^^Q; 
die Momentengleichung in Bezug auf A : 

5) = QwZ cos a — iV^ Z sin a — fN^ i cos a . 
Letztere Gleichung gibt: 

Aus den Gleichungen 3 und 4 ergibt sich aber: 

Q 




N,== 



f 



+ / 
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mithin wird wiederum: 

Beispiel: Die Reibungsziffer betrage /'=0,4 = tg22°. Ist zunächst 
die Leiter durch ihr eigenes, in der Mitte angreifendes Gewicht belastet, d. h. 
n = 7^ , so wird 

tg a = y (2,6 + 0,4) — 0,4 = 1,05 ; « = 46^2 . 

Bis zu diesem Werte dürfte a abnehmen, ohne dafs die Leiter ausglitte. 
Wird sie sodann bestiegen und hat der Besteigende dasselbe Gewicht wie die 
Leiter, so ist, wenn der Besteigende noch auf der untersten Sprosse steht, 
annähernd w = V*, und 

tg a = V* (2,5 + 0,4) — 0,4 = 0,336 ; a = 18 ^ . 

Diese geringe Neigung darf aber nicht gewählt werden, wenn die Leiter höher 
hinauf bestiegen werden soll. Ist sie nämlich bis zur Mitte erstiegen, so ist 
wieder w = Va. Wird sie aber bis oben bestiegen, so ist zuletzt w = '/* und 

tg a = 8/4 (2,5 + 0,4) — 0,4 = 1,78 ; a = 60^40' . 

Will man also eine Leiter bis zur höchsten Sprosse besteigen, so genügt es 
nicht, den Sicherheitszustand der unbelasteten Leiter zu prüfen; vielmehr ist 
eine steilere Stellung erforderlich. Zur Vermeidung jeder Gefahr befestige 
man an der obersten Sprosse ein Seil und hänge sich zur Probe an dieses, um 
denselben Belastungsfall zu haben wie beim Besteigen der Leiter bis zur höchsten 
Sprosse. — Ist die hierdurch bedingte steile Lage aus irgend welchen Gründen 
nicht gut ausfahrbar, so läfst sich auch bei kleinerem 
Winkel a die Sicherheit erhöhen, wenn ein zweiter 
Arbeiter seine Füfse entweder vor die Leiter setzt oder 
sich auf die unterste Sprosse stellt. Letz'leres hat einen 
besseren Erfolg als das DaYorstellen, wenn f für die 
Leiter vielleicht gröfser ist als für die Sohlen des 
Arbeiters. 

Ist die Leiter sehr leicht, so wird, wenn ein Mensch 
sie bis oben erstiegen hat, annähernd n = 1 , mithin 

tga = y + /'-/*=y, d.h. « = 900-^; 

d. h. in diesem Falle darf die Leiter höchstens um den 
Reibungswinkel von der Lotrechten abweichen (Fig. 275). Für 9p = 22 ^ wäre 
a = 68°. Die Gesamtwiderstände W und W^ schneiden sich mit Q in JB^ 
es wird TT = Q cos ^ ; TTj = Q sin 99 . 

Reibnngs-Hulsen und Reibangs-Ringe zur Anfhängang von 
Lasten. Soll an einer Säule ohne Vorsprünge eine Last nur durch 
Eeibung sicher aufgehängt werden, so schiebe man (Fig. 276) über 

Keck, lleclianik I. 1^ 
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^5^^^ 





] 



die Säule eine Hülse, welche erstere bei A und B berührt, bei A 
also einen geschlossenen Bing bildet, während bei B nur ein 
Bingsegment erforderlich ist. 
Zuerst stützt man die Hülse gegen ^^^* '^'^^' 

Hinabgleiten, etwa bei A, übt 
dann an dem seitlichen Arme C 
einen Druck nach unten aus und 
bewirkt dadurch ein Drehungs- 
bestreben rechts herum, welchem 
sich bei A und B gleiche und 
entgegengesetzte Drücke N der 
Säule entgegenstellen. Mit Ein- 
schlufs der Beibung bilden sich 
nun in A und B Gesamtwider- 
stände W und Wi innerhalb der 
Beibungskegel der Punkte A und B. Die Mittelschnitte der 
Beibungskegel treffen sich zunächst im Punkte ^; rechts von E 
aber liegt der Bereich der möglichen Schnittpunkte von W und W^ . 
Geht daher das Gesamtgewicht Q der Hülse einscIvLiefslich des 
belasteten Armes durch ^, so befindet sich die Hülse im Grenz- 
zustande der Buhe, weil die Drücke N dann noch so gering sind, 
dafs nur die volle Beibung fN an beiden 
Stellen hinreicht, um das Abwärtsgleiten zu 
verhindern. Geht aber das Gesamtgewicht Q 
rechts von JE vorbei, so ist das Gleichgewicht 
der Hülse gesichert, und zwar um so mehr, 
je weiter rechts Q üogt- Ist h die Breite 
der Säule, h der Höhenabstand der Punkte 
A und JB, c die gesuchte Entfernung des 
Punktes JEJ von der Mitte der Säule (Fig. 277), so findet man leicht 

Ä = ^C + i>^ = (c + |-)tg9? + (^ - 1 
/i = 2 <? tg 9? oder c = 



Fig. 277. 




tg<p 



2/' 



Ist «r der Abstand der Gesamtlast Q von der Säulenmitte, so ist 
die Bedingung für Buhe: 

6) - , , A 



£C 



c d. h. 07 



2/- 
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Fig. 278. 



Of- 



*►^' 



Q r 



I 



Die Gröfse der Last Q ist ganz ohne Einflnfs auf die Sicherheit 
des Gleichgewichts. Wenn also Säule und Hülse nur stark genug 
sind, so dafs sie annähernd als starre Körper gelten können, so 
kann man an dem Seitenarme jede beliebig groise Last aufhängen, 
weil mit zunehmender Last auch 
N und die mögliche Reibung fN 
zunehmen. 

Nennen wir die bei A und B 
zur Wirkung kommenden Beibungs- 
widerstände T und T^, so ist 
T + r^ = Q. Wie sich Q auf T 
und Ti verteilt, ist unbestimmt. 
Machen wir die willkürliche An- 
nahme: T = Ti = ^/2Q, so können auch N und Ny berechnet 
werden. In Bezug auf O (Fig. 278) ist dann, weil die Momente 
von T und 7^ sich aufheben, Nh = Qx. Die Summe der gröfsten 
möglichen Beibungswiderstände wäre 

2/N = 2fQj oder, weil h = 2fc war, 

2/N=Qa!:c; 

weil nun von der Beibung nur der Teil Q beansprucht wird, so 
ist die gesamte mögliche Beibung coic mal so grofs wie die 




Fig. 279. 



I 
L 



^^ 



-X > 



a 



nötige; x:c kann mithin als der 
Sicherheitsgrad bezeichnet werden. 

Die Beibungshülse kann durch den 
einfachen Beibungsring (Fig. 279) 
{mit der gleichen Wirkung) ersetzt 
werden. Der etwa aus Bundeisen ge- 
schmiedete Bing hat eine Weite d, 
welche gröfser ist als die Breite der 
Säule, so dafs der Bing erst in 
schräger Lage die Säule bei A und 
B berührt. Die Beibungskegel bei 
A und B haben dann die gleiche Bedeutung wie in Figur 276. 

Beispiel: Es sei & = 0,3™ die Breite der Säule, e2 = 0,2im die Weite 

■des Ringes; dann wird h = y^d^ — &"^ = 0,064m. Ist nun flir Holz und 
Schmiedeeisen (ohne Schmierung) /*=0,», so wird c = 0,o64: (2 • 0,5)=0,o64n». 

15* 
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Macht man nun a; = 0,3m, so ist die Sicherheit gegen Gleiten eine 0,9:0,o6i^ 
= 3 fache (mnd). Ist also die Gesamtlast Q = 100^«, so ist die gesamte- 
mögliche Beibang 300^, von der aber nar lOQi^g zur- Wirkung kommen. Oder 
man kann die Sicherheit auch so auffassen, dafs die Beibangsziffer 0,5 auf V^ 
ihres Wertes sich vermindern darf, bevor Gleiten eintritt. Für /*= Vs würde 
nämlich c = 0,064 • 3 = 0,i92, d. h. fast = x. 



Fig. 280. 



e) Gleichförmige Hebang eines Pochstempels. 

Ein zum Zerkleinern von Erzen oder dgl. dienender Stempel 
vom Gewichte Q (Fig. 280) wird durch 
den Daumen einer sich drehenden Daumen- 
welle erfafst und mittels einer Kraft K 
gehoben, bis er, nachdem der Daumen an 
dem Hubarme vorbeigekommen ist, frei 
herabßlllt und die von ihm getroffenen 
Körper zerstampft. Da K und Q einen 
wagerechten Abstand b haben, so würde 
der Stempel umfallen, wenn er nicht durch 
Führungen in lotrechter Lage gehalten 
würde. Von den Pührungshölzern werden 
beim Heben nur die schraffierten wirksam 
und liefern gleiche Normaldrücke iV, denen 
beim Aufwärtsgleiten abwärts gerichtete 
Eeibungen fN entsprechen. Es ist nach der Gleichung der lot- 
rechten Kräfte 

1) K=^Q + 2fN. 

Die Momentengleichung in Bezug auf einen Punkt O der 
Mitte des Stempels lautet: 

2) Nh = Kh. 

Setzt man den hieraus erhaltenen Wert von N in Gl. 1 ein, so wird 




3) 



K = 



h 

Q 



mithin 



^-2/'x 



Soll K klein werden, so mufs fb:h klein ausfallen; durch Glättung 
und Schmierung der Beibungsflächen mufs hiernach / klein gemacht 
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«erden; der Arm b rnnfs so kurz sein, wie die Bflcksiehten der 
ÄusfQliniiig und des Betriebes gestatten, nnd der Abstand k der 
Fflhningen mars mögliebst grofs sein. 

Beüpiel: Ist e=:150it([, f^^n, b:h = \:B, so wird K=155^g. 
Iq der TOrateheoden Ableitnag Ut angenommeD, dalä der Daumen anf den 
Arm 6 nni eine lotrechte Kraft ansübe-, bei der Diehung der Welle gleitet 
Aber der Daumen unter dem Arme nach reciits fort 
and wirkt durch Reibong nach recht« ziehend auf den 
Arm, so dafs zu der Kraft K noch die nach lecbta 
wirkende Beibang f^K hinzukommt Dies ändert die 
soDBtigen Kräfte, z. B. wird nun der Dmck N an 
beiden Pöhrnngen nicht mehr der gleiche sein kannen 
<Fig. 281). Es wird 

1) f,S=Ni -N; 

2) K=<i + nN+N,), 
find in Bezog aof B: 



Fig. 281. 



3} O^-Q'^ + Nh-fNd- 



Aus Gl. I und 2 wird 






rr 



M§ 



,f^t 



-ff, + ^fA-ij;f+-^ff, 



-2A^-ff,(.- 



Fig. 282. 



^=150-, f=f, = ^/t; b:h = '/»; d:Ä = V>»; o:A = ';!i gibt dann 
£^155i<s. Der Unterschied gegenüber obiger YemachläsBlgung von f, ist 
verschwindend klein, 

f) Festklemmen eines Stabes zwischen zwei Flächen. 
Sind die beiden Ebenen, zwischen denen eine Stange sich be- 
findet, nicht fest, sondern gehören sie 
zwei Körpern an, die durch seitliche 
Kräfte einander genähert werden 
können (Fig. 282), so ist das Ver- 
halten der Stange gegenüber dem 
Versuche, die stfltzenden Körper zu- 
sammenzaachieben, ein verschiedenes, 
je nachdem 

1. die Stange nicht in die 
beiden Beibnngskegel der Punkte A nnd B Mit, oder aber 

2. dieser Bedingung genfigt 
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Im ersten Falle können die Gesamtdrücke W und W^ in A 
und B niemals in dieselbe Gerade (nämlich AB) fallen, können^ 
also auch niemals sich allein gegenseitig aufheben, sondern es 
können W und W^ nur einer dritten Kraft, etwa dem Gewichte Q 
der Stange das Gleichgewicht halten. Ist nun die Stange sehr 
leicht, so dafs man annähernd ^ = annehmen darf, so werden 
auch W und W^ zu Null, d. h. die Stange übt auf die seitlichen 
Körper keine nennenswerten Drücke aus. Versucht man, die Körper 
zusammenzuschieben, so kann die Stange dies nicht hindern, sondern 
sie weicht nach oben aus, indem sie sich entweder an beiden 
Stellen A und B oder nur an einer derselben längs der Ebene in 
die Höhe schiebt. An der Gleitstelle tritt dann der volle Beibungs- 
widerstand auf, so daä dort W oder Wi die tiefste mögliche Lag» 
einnimmt, falls Q nicht ganz gleich Null angenommen wird. 

Liegt aber die Gerade AB innerhalb beider Beibnngskegel 
(Fig. 283), so können W und Wi auch beide in die Gerade AB 
fallen und sich dann allein, ohne 
Hinzutreten einer dritten Kraft, 
gegenseitig aufheben. Sie können 
nun in jeder beliebigen Gröfse auf- 
treten, wenn die Stange zwischen 
den Ebenen ruht. Versucht man 
wieder, die Seitenkörper zusammen- 
zuschieben, so wird die Stange dies YoUständig verhindern. Je stärker 
man auf die Seitenkörper drückt, desto gröfser werden auch die 
Widerstände Tr= TF^. Soll die Stange aber, um Baum zu geben, bei 
A und B nach oben ausweichen, so kommen die tiefsten Bichtungen 
von W und TTj zur Geltung, und um unter deren Einwirkung eine 
Bewegung der Stange nach oben zu ermöglichen, mufs eine den Kräften 
W und Wi das Gleichgewicht haltende, d. h. nach oben gerichtete 
Kraft K aufgewendet werden, und zwar ist die erforderliche Gröfse 
dieser Kraft K abhängig von der Gröfse der Pressung, die man vorher 
durch Zusammenschieben der Seitenkörper hervorgebracht hatte. Die 
Befreiung der Stange erfordert daher unter Umständen ein kräftiges 
Herausreifsen nach oben hin. Der Zustand, in dem sich die Stange 
in ßolchem Falle befand, nennt man ein Festklemmen zwischen 
den Seitenkörpern. Es ist ein solches Festklemmen möglich, wenn 
AB innerhalb der beiden Beibnngskegel liegt. 




10. Beibang. g) Steinzange. 



231 



g) Steinzange zum Heben und Versetzen schwerer Werksteine. 

Soll der Werkstein S (Fig. 284) vom Gewichte Q, der vorläufig 
auf dem Boden ruhen möge, von der Zange ergriffen werden, so 
öffnet man diese durch 

Hinunterschieben des Eig. 284. 

Kniegelenkes A so weit, 
dafs der Abstand der 
unten befindlichen Greifer 
ff. und ff gröfser ist als 
die Breite des Steines S, 
Die Greifer werden nun 
durch die Hände der 
Arbeiter an dem Stein in 
die gewünschte Lage ge- 
bracht und durch Empor- 
ziehen des Kniegelenkes A 
mittels einer an dem 
obersten Binge r an- 
greifenden Winde - Vor- 
richtung einander ge- 
nähert, so dais sie den Stein zwischen sich fassen und auf ihn bei 
weiterem Emporziehen des Binges r so grofse wagerechte Druck- 
kräfte JB ausüben, dafs die hierdurch erzeugte Beibung genügt, uYn 
das Hinabgleiten des Steines aus den Greifern zu verhindern. Der 
Stein wird daher bei langsamer, gleichmäisiger Bewegung der Winde 
von den Greifern durch Vermittelung der Beibung getragen werden, 
also, je nach der Bewegung des an der Winde hängenden Binges r, 
sich aufwärts oder abwärts bewegen, oder auch in beliebiger Höhe 
ruhig hängen bleiben. 

Die Bedingungen, unter denen der Stein S von den Greifern 
ff und ff mit Sicherheit gehalten wird, ergeben sich in folgender 
Weise: Jeder Greifer hat auf den Stein vom Gewichte Q aufser der 
wagerechten Druckkraft H noch eine loti'echt aufwärts gerichtete 
Kraft Vs Q auszuüben (wie in Fig. 284 an dem linksseitigen Greifer 
angegeben). Die Mittelkraft beider überträgt sich von der Angriffs- 
fläche des Greifers auf das untere Ende JD des Hebels JDOB^ so 
dafs nach dem Satze der Wechselwirkung (S. 34) bei D auf den 
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Hebel die nach aufsen gerichtete Kraft f und die abwärts gerichtete 
Kraft V^Q wirlten. Wenn der Stein zwischen den Greifern hängt, 
so übt die Winde auf das Kniegelenk A eine aufwärts gerichtete 
Zugkraft ans, die, wenn man das Gewicht der Steinzange gegenüber 
denoi des Werksteines vernachlässigt, von der Gröfse Q sein mufs. 
Diese Kraft Q zerlegt sich an dem Kniegelenk A derartig in die 
beiden von dei^ Gelenkstangen^ J? und AC aufzunehmenden Kräfte P, 
dafs nach dem in der Figur (oben rechts) gezeichneten Krafteck 

1) p=^ 

2 sm a 

ist. Diese Kräfte P dAcken die oberen Enden B und O der um 
O und N drehbaren Hebel BOB und CNE auseinander und 
pressen hierdurch die Greifer an den Stein. Für das Gleichgewicht 
des Hebels BOB gilt (nach S. 175) in Bezug auf den Drehpunkt O 
die Momentengleichung 

= — Pi + jffa + V2 Q«> oder wegen Gl. 1 : 

^r\- h\ = Ha , woraus folgt 

2 Vsma / ^ 

2) ^ = |(_^_1 

2 Vasma a 

Soll nun an den Greifern kein Gleiten eintreten, so mufs die 

» 

zum Festhalten des Steines erforderliche Eeibungskraft V2Q 
kleiner als die gröfste mögliche Keibung /H, d. h. 

3) /> — ; sein. 

a sin a a 

Beispiel: Ist etwa Z=l,oom; a = 0,33mj & = 0,um; sin a = 0,46; 
f z=. 0,6, SO mufs für sicheres Festhalten 

0,33 • 0,46 0,33 

sein. Würde also f auf diesen Wert herabsinken, so wäre keine Sicherheit 
g^%'bxi das Herausgleiten des Steines aus den Greifern mehr vorhanden. Kann 
man aber nach der Beschaffenheit der Berührungsflächen zwischen Stein und 
Greifer /*= 0,5 annehmen, so ist der Grad der Sicherheit gegen das Abgleiten 

0,6 : 0,16 = etwa 3 fach. 
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h) Keil in dem Spalt eines Banmstammes oder dergL 

Ein zur Mittelebene symmetrischer Keil vom Eeilwinkel 2ö 
(Fig. 285) soll durch eine Kraft K gleicbmäfsig in dem Spalte 
weitergeschoben werden. Zu den Normaldrücken N kommen die 
in die Keilflächen fallenden, nach 
oben gerichteten Beibungswider- 
stände / • N hinzu. N schliefst den 
Winkel d mit der Querrichtung 
des Keiles, fN denselben Winkel 
mit der Kraft K ein. Für Gleich- 
gewicht wird daher (Fig. 285 a) Fig. 28oa. 




Fig. 285 b. 



K=-2Nsmd + 2/Nco9d 

1) =2iV(sind+/cosd). 

Oder auch A' = 2 IF sin (d + p) 
mit W = N:G0S(p, 

Für die rückgängige Bewegung des 
Keiles gilt (ebenfalls mit dem Sinne 
der Kraft nach unten, Fig. 285 b) 

2) A, = 2A^(sind— /cosd). 

Die Kraft £2 ^^^^9 welche für den Buhezustand des Keiles erforder- 
lich ist, mufs zwischen den Werten Ki und K bleiben. 

Ist ö>q), d. h. tgd>/ oder sind>/cosd, so ist Ki>0, 
In diesem Falle mufs auch bei der Aufwärtsbewegung noch eine 
abwärts gerichtete Kraft Ki wirken, damit, die Bewegung nicht 
beschleunigt, sondern gleichförmig erfolge. Die Drücke N würden 
trotz der Beibung noch im stände sein, den Keil beschleunigt aus 
dem Spalt hinauszutreiben; oder der zu stumpfe Keil wird, sobald 
die treibende Kraft aufhört, zurückspringen. Für d<Z(p aber wird 
Ki<::0, d. h. in diesem Fall ist ein Herausziehen des Keiles 
durch eine aufwärts gerichtete Kraft ( — Ki) nötig. Der Keil wird 
durch die Beibung im Spalte festgehalten; je gröfiier die Seiten- 
drücke iV werden, um so fester steckt er; es findet hier also ähnliches 
statt wie beim Festklemmen einer Stange (S. 230), und zwar erfolgt dies 
Klemmen ebenfalls, wenn der Keilwinkel 2 d <: 2 q?. Auch hier können 
in solchem Falle die Gesamtdrücke W und Wi der beiden Seiten- 
flächen in dieselbe Linie fallen und sich allein gegenseitig aufheben. 
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Fig. 286. 



Bei der gewöhnlichen Anwendung des Keiles zum Spalten ist 
die Wirkung der Triebkraft eine unterbrochene. Wäre nun d > 97, 
so würde der Keil in den Pansen zwischen zwei Schlägen zurück- 
springen. Damit dies nicht geschehe, mufs d<:q) gemacht werdeo, 
der Eeil mufs sich gegen Zurückspringen festklemmen. Ein solcher 
Keil heifst selbstsperrend. 

i) Gleichförmige Bewegung zweier sich berührenden Keile. 

Zwei Keile mit den Keilwinkeln «x und «2 (P^S- ^^^) berühren 
einander und aufserdem zwei Seitenebenen. Auf die Keile wirken 
die Kräfte Ki und K^, welche mit 
den festen Ebenen die Winkel ßi 
und /?2 bilden. Es soll deren Ver- 
hältnis ermittelt werden, unter der 
Annahme, dafs Keil I der vor- 
rückende, II der zurückgetriebene sei. 

Die rechtsseitige Ebene übt 
einen Gesamtdruck Wi aus, der 
von der Normalen zur Ebene um 
den Beibungswinkel q> nach rechts 

abweichen mufs, wenn Keil I nach links vorrückt. Der Angriffs- 
punkt von Wi ist unbestimmt, werde daher in A willkürlich ange- 
nommen. Wi bildet mit dem oberen Teile der rechtsseitigen 
ünterstützungsebene, an der er abwärts gleitet, den spitzen Winkel 
900 — q) (mit dem unteren Teile den stumpfen Winkel 90^ + (p). 
Durch den Punkt C, in welchem W^ die Kraft Ki schneidet, mufs 
nun auch der gegenseitige Druck 1? zwischen beiden Keilen hin- 
durchgehen, weil drei sich im Gleichgewichte haltende Kräfte einen 
gemeinsamen Schnittpunkt haben müssen. 1? mufs die Berührungs- 
ebene beider Keile wieder so schneiden, dafs der spitze Winkel 
900 — fp im Keile I auf der oberen Seite erscheint. (Die Winkel 
900 — ^ sind in der Figur durch kleine Kreisbögen hervorgehoben.) 
Der gegenseitige Druck 1? schneidet K2 im Punkt -B, durch 
welchen auch W2 hindurchgehen mufs. Bei B aber, wo W^ die 
linksseitige feste Ebene trifft, mufs der spitze Winkel 90® — <p an 
der unteren Seite erscheinen, da der Keil II nach oben gleitet. 
Hiermit stehen die Richtungen der Drücke an den Keilflächen fest; 
die Lagen ebenfalls, nachdem der Punkt A willkürlich angenommen 
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Fig. 287. 




'öO"-fr^ 



F 



wan Trägt man nun die Kraft K^ nach einem beliebigen Mafs- 
stab als GF im Erafteck (Fig. 287) auf, setzt daran die Sich- 
tungen von Wi und 2>, so schneiden sich beide in O nnd schlieäen 
das Eräftedreieck OFO^ wie es der Gleich- 
gewichtszustand fordert. Zieht man 0J\\ W^^ 
(r«7|| K^^ so stehen nun auch die Eraftgröfsen 
1^2 und K^ fest. Der Linienzug ACEB, 
dessen Seiten die Sichtungslinien der Drücke 
an den drei Eeilflächen darstellen, heifst die 
Drucklinie der beiden Eeile. Betrachtet 
man als den Pol des Eraftecks, so sind die 
Seiten der Drucklinie den Polstrahlen OF^ OO^ 
OJ der Seihe nach parallel. Die Drucklinie 
bildet daher ein zu den Eräften K^ und K^ 
gezeichnetes Seileck. Die Lage des Poles O 
und die Gröfse der Eraft K<i sind aber an die 
Bedingung gebunden, dafs die Seiten des Seil- 
ecks, d. h. der Drucklinie, die Eeilflächen in ganz bestimmter 
Weise unter den Winkeln 90® — (p schneiden müssen. Will man 
nun die Eräfte aus dem Erafteck auch berechnen, so mufs man 
die Winkel des Eraftecks bestimmen. 

Der spitze Winkel zwischen Ki und Wi würde 90® — /?i 
betragen, wenn Wi ein Normaldruck wäre. Durch die Abweichung 
um 9> wird jener Winkel noch um dieses Mafs kleiner, d. h. es 
wird X. OFG *= 90® — A — 9? = 90® — OS^ + 9?). Die Eräfte D 
und Wi würden, wenn sie beide Normaldrücke wären, denselben 
Winkel a^ miteinander bilden wie die entsprechenden Eeilflächen; 
durch die Abweichung einer jeden um (p vergrößert sich dieser 
Winkel um 2(p\ daher ist 2\.F0G=^ ay^+ 2 q>. Entsprechend 
findet man 2C OJG = 90® — (/?2 — ?>)• 2CJOG = a^ — 2 (p. 
Sonach ergibt sich 

K^: D=^ sin (ai + 2(p): cos {ß^ + q>)\ 
K^i D = sin («2 — 2(p): cos (ß2^V)- 
Durch Teilung beider Gleichungen entsteht dann 

Kl __ sin («1 4- 2 y) cos (/?2 — V) 

K2 "" sin («2 — 29?) cos (/?i + (p) ' 

Für «2 = 2q> würde 2CJ0G = und X2 = oder K^.K^^ 00, 

in der Drucklinie würde BE mit CE zusammenfallen, d. h. der 
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Eeil II wfirde zwischen Eeil I nnd der linksseitigen Ebene aicii fe3t- 
klemmen. Die vorausgesetzte Bewegung würde ferner unmöglich werden 
für )9i = 90^— 9?, weil dann ^02^6? = werden würde. In diesem 
Falle würde Ki schon durch Wy allein au^ehoben und es entstände 
durch die Kraft E^ gar kein Druck D gegen den zweiten Eeil, also 
auch keine Möglichkeit, die Kraft K2 an dem Keile II zu überwinden. 

Soll die Bewegung der Keile um- 
gekehrt erfolgen (Fig. 288), soll Eeil II 
vorrücken und Keil I zurückweichen, so 
findet man, in einem Punkt A am 
Keile I beginnend, in gleicher Weise 
die Drucklinie; ihre einzelnen Seiten 
verdrehen sich aber, gegenüber der 
Fig. 286, je um 2 q). Die spitzen 
Winkel 90^ — <p liegen jetzt durchweg 
an der anderen Seite als in Fig. 286. 
Im Krafteck (Fig. 289) wird, wenn Ki 

zu derselben Gröfse angenommen wird wie vorher, K^ nun viel 
gröfser als vorher. Das Verhältnis K^iK^ ergibt sich leicht, wenn 
man in 61. 1 durchweg die Vorzeichen von q) umkehrt. 

Sind endlich beide Keile in Buhe, so liegt 
die Bichtung des Widerstandes Wl irgendwo inner- 
halb des doppelten Beibungswinkels, und dasselbe 
gilt für die Bichtungen der Drücke D und Tf^ 
Bei gegebenem Ki hat nun der Pol O des Kraft- • 
ecks keine bestimmte Lage mehr, weil Wi und D 
innerhalb des doppelten Beibungswinkels jede Bich- 
tung haben können; ebenso wird die Bichtung von 
W2 unbestimmt und damit auch die Gröfse K^. 
Das Verhältnis K^: K2 ist jetzt nur durch die 
beiden Grenzen bestimmt, welche sich aus den beiden 
untersuchten Bewegungsfallen ergeben haben und 
welche man auch leicht rechnerisch findet, indem 
man Gl. 1 das eine Mal mit den angegebenen Vorzeichen von q), 
das andere Mal mit den entgegengesetzten dieser Zeichen ausrechnet. 

Man erkennt hieraus, dafs es für die beiden ruhenden Keile 
im allgemeinen unendlich viele mögliche Drucklinien gibt Jede 
derselben ist ein zu den Kräften K^ und Ki gezeichnetes Seileck, 



Fig. 289. 




J 



r 



10. Reibung, i) Gleichförmige Bewegung iweier Keile. 



237 



Fig. 290. 



ZU dessen Konstruktion der Pol O und der Anfangspunkt A der 
Dmcklinie innerhalb gewisser Grenzen beliebig gewählt werden 
kennen. Da aber die Seiten der Dmcklinie die Ricbtnng und Lage 
der Drttcke an Keilöäcben darstellen, so müssen sie zwei ein- 
schränkenden Bedingungen genügen; 

1. darf eine Seite der Dmcklinie höchstens am den Beibungs- 
winkel Ton der Normalen zu der entsprechenden Keilöäche abweichen; 

2. mnfs eine Seite der Dmcklinie die zugehörige EeilS&che 
innerhalb des Bereiches der Ber&hrang (vgl. S. IdO) schneiden. 

Der Ruheznstand der beiden Eeile unter Einwirkung gegebener 
Kräfte K^ und K^ ist nur mCglich, wenn wenigstens eine, diesen 
Bedingongen entsprechende, Dmcklinie nachweisbar ist. 

Beispiel : Ein mit K, bsUsteter PfoBteo (Fig. 2!)0) soU mittels des anter- 
geschubeneD Keiles, an dem eine wogeiechte Kraft JT, 
wirbt, gleichmäßig in die Hähe gekeilt werden. Die 
Dmcklinie A CEE ergibt sich leicht nnter Annahme 
eines willkärliehen Punktes A. (Die spitzen Winkel 
90° — y sind in Fig. 290 wieder durch kleine Bögen 
bezeichnet) Der Dmck 2> wurde, wenn er ein Normal- 
druck wäre, mit der Lotrechten den Winkel n, bilden; 
wegen der Beibang wird dieser Winkel (s. das Erafteck 
Fig. 291) OGJ^Oi + i?. Das Verhältnis Äi ; Z, 
Heise sich leicht ans Ol. 1 berechnen, indem man dort 
die Sonderwerte dieses Falles einsetzte. Wir ziehen 
aber eine unmittelbare Berechnung vor. Man erkennt 
leicht, dats W, und W^ von den zueinander recht- 
winkligen Gleitebeneu nach derselben Seite nm 90" — je 

abweichen, also ebenfalls zueinander winkelrecht sein müssen. Das Viereck GFOJ 
ist darnach bei G ncd bei rechtwinklig, ist also ein einem Kreise rom Durch' 
messer FJ eingeschriebenes. Der Winkel i''OG= a, + 2p steht aber dem 
Bogen FG; demselben Bogen entspricht aber Fig. 391. 

auch der Umfangswinkel FJG, der somit die- 
selbe Qrölse ttj -(- 2 jo hat. Daher ist 

Für d, + 2^ = 90' oder a, = 90" — 2jp 
mithin a^='2gi wird Ä',;i'j = oo, oder das 
Binanfkeilen unmöglich. Es fallen dann nämlich 
H und Wj zusammen nud klemmeii den als 
zweiten Keil geltenden Pfosten fest. 

Für die entgegengesetzte Bewegung, d. h. 
fQr gleichmäfBiges Hinablassen des Pfostens, gilt selbstveratSudlivh 
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Fig. 292. 



Für die meisten Fälle ist es wünschenswert^ dafs der untere Keil selbst- 
sperrend sei, d. h. dafs für den Rückgang K^' <: werde. Mithin mufs 
«1 <C 2 ^ sein. Für diesen Fall gilt das Krafteck 
Fig. 292, in welchem die den nnteren Keil 
Zurückziehende Kraft — K^' = GF ist. Der 
Drnck D zwischen beiden Keilen bildet mit der 
Lotrechten den Winkel 06r «7"= aj — ^. Würde 
dieser wegen «^ = ^ zu Null, so ergäbe sich 
2> lotrecht und OJ=W2 = 0. Unter diesen 
Umständen und ebenso für «j <: $? würde sich 
der Pfosten beim Zurückziehen des unteren 
Keiles nicht mehr gegen die lotrechte Wand 
stützen; er würde vielmehr wegen des lot- 
rechten D, welches dann =£2 ^^^> durch den 
nnteren Keil von der Wand abgezogen werden, 
würde auf dem Keile nicht abwärts gleiten, also 

auch nicht sinken; es würde also der Zweck der Rückwärtsbewegung nicht 
erreicht werden. Für «!<:$? würde TTj sogar negativ werden, d. h. es müfste 
der Pfosten durch eine besondere Kraft gegen die Wand gedrückt werden, um 
sich nicht von ihr zu entfernen. Daraus folgt, dafs der Keilwinkel ol^ zwischen 
den Werten jp und 2 ^ liegen mufs, damit die Vorrichtung ihren Zweck erfülle. 




Zahlenbeispiel: Bei f= 
wird tg (tti + 2 ^) = tg 390 
tgK-2s.) = -tg(50) = . 



0,2 oder ^ = U 0' und aj = 17® mit tg «j = 0,3 

= 0,8, mithin Ki = 0,sK2 für Hinaufkeilen; 

0,09, d h. — Jri' = 0,09^2 für Hinunterlassen. 



k) Wirkang der Eeilpresse. 

Dieselben Grundgedanken wie bei zwei Keilen gelten auch, 
wenn die Zahl der Keile gröfser ist Gleiten die Keile, so tritt 
an jeder Keilfläche ein Druck auf, der von der Normalen zur Keil- 
fläche um den Beibungswinkel abweicht An jedem Keile halten 
sich die Flächendrücke mit einer dritten Kraft K im Gleichgewichte, 
schneiden sich daher in einem Punkte. Bei gleichmäfsiger 
Bewegung bilden die drei Kräfte jedes Keiles einen geschlossenen 
Streckenzug. Das ganze Krafteck aber bildet wiederum ein Krafteck 
der gegebenen Kräfte K mit seitwärts liegendem Pole. Die Pol- 
fitrahlen sind die Drücke der Keilflächen; die dazu parallelen Bichtungs- 
linien dieser Kräfte bilden daher ein zu den Kräften K gezeichnetes 
Seileck. Letzteres gilt auch für den Buhezustand der Keile, nur 
liegt dann der Pol nicht mehr bestimmt fest, sondern ist innerhalb 
gewisser Grenzen unbestimmt Für die Seileckseiten gelten dann 
dieselben Beschränkungen wie auf S. 237 angegeben. 
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Bei einer Eeilpresse etwa zum Auspressen von Öl aus zer- 
stampftem Ölsamen (Fig. 293) wirkt Ky als Triebkraft auf den 
mittleren Eeil vom Eeilwinkel 2 ö . Durch Niederdrücken dieses 
Eeiles werden die Seitenkeile 
auf den wagerechten Gleitflächen 
auseinander getrieben und da- 
durch die Ölgutsäcke S, S ge- 
prefst, welche dabei die Gegen- 
drücke K2 leisten. ACEFB ist 
die Drucklinie der Eeilgruppe. 
Stellt man die Triebkraft K^ durch 
GJ \m Erafteck (Fig. 294) dar, so sind JO und GO die Gegen- 
drücke 2> der beiden Seitenkeile, welche von der Wagerechten um 
ö -\- (p abweichen. Dadurch ist der Pol O bestimmt Die Wider- 
stände W der wagerechten Qleitflächen 
bilden mit der Lotrechten die Winkel q) 
und legen dann mit den Wagerechten 
durch G und J die Punkte L und M 
fest, wodurch JL = GM = K^ bestimmt 
werden. Es ist dann im Dreieck OGJ: 

^i:J> = 2-sin(d + 9?), 

im Dreieck OGM aber, weil 2C GOM= 90^ — (d + 2 (p): 

K2:l? = cos{d + 2 qi): cos (p , 

mithin wird 

Äi _ sin (d + (p) cos <p 

K2 "" cos (ö + 29?) 

Weil beim Eeile gewöhnlich tg ö gegeben ist, kann man vorstehende 
Formel zur bequemeren Berechnung (ohne trigonometrische Tabellen) 
umformen, indem man die zusammengesetzten Funktionen auflöst 
und in Zähler und Nenner mit cosö-cos^?? teilt: 




1) 



2) 



Xo 



l-/2-2/tgd- 



1) Wirkungsgrad einer Haschine. 

Zur Beurteilung der Güte einer Maschine dient die Ver- 
gleichung der Arbeiten, welche von der Maschine übertragen bezw. 
aufgenommen werden. Der Zweck der Eeilpresse z. B. besteht in 
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dem Zusammenpressen des Gutes bei S. Bückt nun jeder Seitenkeil 
um y2v nach aufsen, während der Treibkeil sich um c abwärts 
bewegt, so verrichten die auf das Gut übertragenen Kräfte K2 
zusammen eine Arbeit K2V. Dies ist die Nutzarbeit; K^c ist 
aber dei^ Arbeitsaufwand. Das Verhältnis beider, nämlich 

Nntzarbeit K2 v 



3) 



Y) 



Arbeitsaufwand K^ c ' 

nennt man den Wirkungsgrad oder das Güteverhältnis der 
Maschine. 

Das Verhältnis der Geschwindigkeiten v und c findet man aus 
dem geometrischen Zusammenhange der Maschine (Fig. 295). Rückt 
der Treibkeil um c abwärts, so drängt er jeden Seitenkeil um 7^ ^ 
zur Seite, wo V2 v = t? tg d . Daher ist hier 



4) 



^ = 



^^^tgö. 



K, 



Fig. 295. 



Einen anderen Ausdruck kann man noch für den 
Wirkungsgrad t] finden, wenn man sich die Maschine 
einmal ohne schädliche Beibungswiderstände, als eine 
ideelle, vollkommene Maschine vorstellt. Nennt man die 
für eine solche nötige Betriebskraft die ideelle Trieb- 
kraft = ^0 » so wird, indem man in Gl. 2 / = setzt, 

5) ^' 



V 



Führt man dies in Gl. 3 ein, so erhält man 

JKp __ ideelle Triebkraft 




^ '' K^ wirkliche Triebkraft * 

Nach Gl. 5 ist Kqc = K^v, d. h. bei einer vollkommenen Maschine 
würden Arbeitsaufwand und Nutzarbeit einander gleich oder der 
Wirkungsgrad gleich Eins sein. Eine Maschine ist mechanisch um 
so vollkommener, je mehr sie sich diesem ideellen Zustande nähert. 
Die Beziehung Kqc = K^c haben wir nur für den besonderen Fall 
der Eeilpresse bewiesen ; sie gilt aber allgemein. Bewegen sich näm- 
lich alle Teile einer Maschine gleichförmig, so findet keine Zunahme 
des Arbeitsvermögens statt, also mufs auch die gesamte Arbeit 
Null sein. Die inneren Spannkräfte einer vollkommenen Maschine 
verrichten aber nach S. 168 keine Arbeit. Die Widerstände völlig 
glatter Flächen, mit denen die einzelnen Maschinenteile ineinander 
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greifen und aneinander gleiten, ebensowenig. Die Nutzlast wirkt 
in Bezug auf die Maschine stets der Bewegung ihres Angri£fspunktes 
entgegen, verrichtet daher eine negative Arbeit, die im absoluten 
Sinne der Arbeit der Triebkraft gleich sein mufs. Also 

7) i; : c = j^o • ^2 • 

Dies ist der schon von Galilei ausgesprochene Satz: „Was an Kraft 
gewonnen wird, geht an Geschwindigkeit (oder an Weg) verloren." 
Man kann also den Wirkungsgrad nach Willkür auf Grund der 
Gl. 3 oder der Gl. 6 berechnen. 

Beispiel: Die Beibnngsflächen der Keilpresse seien gnt geglättet and 
geschmiert, daher /" = 0,i . Auch in diesem Fall ist es nützlich, . den Treih- 
keil selbstsperrend anzuordnen ; dies ist erfüllt, wenn wir etwa tg ^ = ^/2o 
annehmen. In Gl. 2 werden dann die Gröfsen /"* und 2ftgd nur je V^oo ^^^ 
können zur Vereinfachung gegen 1 Temachlässigt werden. Es ist nämlich zu 
bedenken, dafs die Reibungsziffern in Wirklichkeit schwanken werden und 
selten mit grofser Genauigkeit zu schätzen sind. Daher ist in Gl. 2 der Zähler 
doch kaum auf 2 ^/o genau zu berechnen, so dafs die Vernachlässigung im 
Nenner durchaus zulässig erscheint. Ahnliches gilt in allen Fällen, in denen 
Beibungs widerstände eine wichtige Rolle spielen. Dann wird 

JTi = 2 • (0,05 + 0,i) Zä = 0,3 JTj ; v = 2c' 0,05 = 0,i • c. 
Der Wirkungsgrad rj = -^— = ^ = 73. Es würde ohne Reibung 

JEa.! C Vr.3 

also auch tj = ^ = ^ ^ = Vs 5 "w^ie vorstehend. 

Bei dieser Maschine wird also von der aufgewandten Arbeit nur ein Drittel 
nützlich verwertet, während zwei Drittel durch Reibung aufgezehrt werden. 
Die Keilpresse ist daher eine wenig vollkommene Maschine ; Wasserdruckpressen 
z. B. arbeiten erheblich vorteilhafter. Die soeben besprochene Maschine hat 
aber Einfachheit und Billigkeit als Vorzüge. 

Der Wirkungsgrad dieser Maschine nach Gl. 6 läfst sich, wenn man in 
Gl. 2 die erwähnte Vereinfachung 

Zi = 2ir2(tg(J + n 
einführt, auch schreiben, weil jKq = 2 Zg tg <y ist, 

^ ^""tg^ + f "- X.' 

Vergröfsert man tg <?, so verkleinert sich der Nenner, mithin wächst ly. 
Macht man z. B. tg «J = /", so würde schon r^ = ^\% werden. Die beabsichtigte 
Selbstsperrung des Triebkeiles hat also den geringen Wirkungsgrad herbei- 
geführt. Es läfst sich zeigen, dafs bei jeder Maschine, die selbstsperrend 

. Keck, Mechanik I. 16 
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sein soll, der Wirkungsgrad unter 0,& liegen mufs. Man kann nämlich setzen: 
Ki = Kq-{- F, wenn F der durch die Reihungswiderstände aufgezehrte Teil 
der Betriebskraft ist. Nimmt man nun an, dafs beim Beginne der rückgängigen 
Bewegung der Reibungswiderstand annähernd noch dieselbe Gröfse F behält, 
so gilt für den Rückgang Ki =Kq — F, Soll also die Maschine selbst 
sperren, so mufs K^' ^ 0, mithin F^Kq oder 

K 1 

Ki^2 Ko sein, d. h. ^ = ^ ^ ir • 

m) Drackliuie eines Gewölbes. 

Auf S. 23^ wurde gezeigt, dafs die Drucklinie einer ruhenden 
Gruppe von zwei Keilen statisch unbestimmt ist, dafs sie ein Seileck 
zu den Lasten K der Keile sein mufs und dafs ihre Seiten an zwei 
beschränkende Bedingungen gebunden sind. Auf S. 238 wurde dann 
weiter erläutert, dafs diese Sätze von der Zahl der Keile unabhängig 
sind, also auch bei beliebig vielen Keilen Gültigkeit behalten. 

Die einzelnen Steine eines (ohne Mörtel gedachten) Gewölbbogens 
sind nun auch keilförmige Körper. Soll ein Gewölbbogen in Buhe 
sein können, so mufs eine dem Ruhezustand entsprechende Druck- 
linie nachweisbar sein. Die Drucklinie ist ein zu den Gewichten der 
Gewölbteile gezeichnetes Seileck. Die einzelnen Seiten desselben 
dürfen höchstens um den Beibungswinkel von den Normalen zu den 
Fugen abweichen and müssen die Fugen auch innerhalb des Bereiches 
der Berührung, d. h. innerhalb des Gewölbbogens schneiden. 

Das Gewölbe möge symmetrisch zu einer lotrechten Mittelebene 
sein (auch bezüglich seiner Belastung). Betrachten wir diese Ebene 
als eine Schnittebene, so wird in ihr eine wagerechte Druckkraft, der 
Seitenschub H, wirken. Denn ein schräg gerichteter Scheiteldruck 
würde an der einen Hälfte nach oben, an der anderen aber zufolge des 
Gesetzes der Wechselwirkung nach unten gerichtet sein, was jedoch der 
Symmetrie widerspricht. Teilt man nun den halben Bogen (Fig. 296) 
durch Fugen in eine beliebige Zahl von Teilen, deren Gewichte Qi, 
$2» • • • durch die Schwerpunkte der Teile hindurchgehen, so ist das 
Krafteck der Lasten Q leicht gezeichnet, indem man sie nach irgend 
einem Kräftemafsstab aneinander reiht. Wäre nun der Seitenschub 
H bekannt, so würde man den Pol O in dem Abstände H dem oberen 
Endpunkte der Lasten gegenüber annehmen und hätte damit sämt- 
liche Polstrahlen. Wäre aufserdem noch der Angriffspunkt O des 
Scheiteldruckes gegeben, so hätte man die Seileckseiten nur den 



r 
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Polstrahleo der Reibe nach parallel zu ziehen und hätte damit das 
Seileck, d. h. die Dmcklinie des GewSlbes. Den Fankt C wollen 
wir in der Mitte der Scheitelfage 
annehmen. Die letzte Seite dra 
Seilecks konnte nun vielleicfat 
aus der inneren Leibung des Ge- 
wölbes treten ; dann erkennt man, 
dafs dieses Seileck eine mögliche 
Drucklinie nicht ist. Um aber 
■ein flacher yerlaufendes Seileck 
zu erbalten, braucht man nnr den 
Polabstand H zu vergröfsern, 
und zwar kann man leicht B so 
bestimmen, dafs die letzte Seite 
die Eämpferfuge an einer be- 
stimmten Stelle A, etwa in ihrer Mitte, schneide. In Fig. 296 
ist nach willkürlicher Annahme des Foles Oj das Seileck CAi 
gezeichnet. Verlängert man nan die letzte Seite des ersten Seilecks 
bis zum Schnitte P mit der Bichtungslinie von H, so mnfs nach 
S. 106 das Gesamtgewicht M der Gewölbhälfte durch P gehen. 
Die Lage von M ist nur von der Form des Gewölbes abhängig, 
nicht aber von der willkürlich angenommenen L^e des Poles 0. 
Für ein gröfseres H und für ein wiederum durch C gehendes 
Seileck muä daher die letzte Seite ebenfalls durch P gehen. Zieht 
man also PA, so ist dies die Richtung der letzten Seite durch 
den gewünschten Punkt A. Eine Parallele za AP durch D 
bestimmt den neuen Pol O, und OB ist nun der Scheitelschub, 
welcher einem durch C und A gehenden Seileek entspricht Dafs 
die Seiten des Seilecks von den Normalen zu den Fugen nicht zu 
viel abweichen, läfst sich ja nötigenfalls durch Änderung der 
Fngenrichtung leicht erreichen. Wichtiger ist, dais die Drucklinie 
Sherall im Gewßlbbogen verbleiben mufs. 
Kur wenn sich eine solche Drucklinie finden 
läfst, ist der Buhezustand möglich. 

Wie schon gesf^t, hat man, wenn das 
erste Seileck die innere WClbfläche schneidet, 
JI zu vergröfsern, oder C nach oben zu ' 

verschieben, und umgekehrt. In Fig. 297 sind 2 vorläufige Seilecke 



Fig. 297. 
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eingezeichnet, die den Bedingungen einer Drucklinie noch nicht 
entsprechen, aber durch Veränderung von H zu möglichen Druck- 
linien umgewandelt werden können. Schneidet jedoch ein Seileck 
(Fig. 298) erst die innere 

Wölblinie, kehrt dann durch ^^g- ^9^- 

dieselbe in das Gewölbe 
zurück und geht bei wei- 
terem Verlaufe noch einmal 
durch die äufsere Wölb- 
linie, so ist Oleichgewicht 
unmöglich. Denn jede 
Änderung von H und O, 
die an der einen Stelle 
das Hinaustreten beseitigen 
könnte, müfste das Hinaus- 
treten an der anderen Stelle 
noch verstärken; in solchem 

Falle kann nur eine Vergröfserung der Gewölbstärke oder eine 
Änderung der Gewölbform zum Ziele führen. 

Auf diese Andeutangen über die Drucklinie in Gewölben müssen 
wir uns hier beschränken. Die wirkliche Lage des Scheitelschubes 
H und des Widerlagerdrucks W folgt aus dem elastischen Verhalten 
der Gewölbsteine und findet sich besprochen in Keck, Vorträge 
über Elastizitätslehre, S. 330 u. flf. Hat man aber die richtige 
Drucklinie gefunden, so geben die Polstrahlen des Kraftecks die 
Gröfse der Druckkräfte in den einzelnen Fugen an. 




11. Wirkung der Reibung bei gleichmärsig sich 

drehenden Körpern. 

Ein starrer Körper, der sich gleichförmig um eine feste Achse 
dreht, ist nicht im Gleichgewichte, weil die einzelnen Massenteilchen 
nicht geradlinige, sondern kreisförmige Bewegungen ausführen. Die 
Bedingungen für eine gleichförmige Drehbewegung lassen sich aber 
mit Hülfe des Satzes auf S. 164 aufstellen, wonach die Ergänzungs- 
kräfte den an dem Körper wirkenden äufseren Kräften das Gleich- 
gewicht halten müssen. 
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Dreht sich der Körper mit der Winkelgeschwindigkeit cü um 
die Achse O rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 299), so erfährt ein 
Massenteilchen m im Abstände q von der 
Achse nach S. 88, Gl. 1 die Zentripetal- ^is. 29D. 

beschleunigung ^ci)^; daher müssen 
fiämtliche Zentrifugalkräfte mQcß den 
äufseren Kräften das Gleichgewicht halten. 
Die äufseren Kräfte bestehen in bewegenden 
Kräften K^ in den Normalwiderständen 
N der festen Achse O und in Beibungs- 
widerständen der Lager der Drehachse. 
Da die Zentrifugalkräfte sämtlich durch 

O hindurchgehen, so haben sie in Bezug auf die Achse das Moment 
Null. Gleiches mufs also auch für die äufseren Kräfte gelten. Da 
nun die Normalwiderstände iV ebenfalls durch O gehen, so ergibt 
sich als wesentliche Bedingung der gleichförmigen Drehung, 
dafs die Momentensumme der bewegenden Kräfte K 
und der ßeibungswiderstände f-N in Bezug auf O 
zusammen Null betrage. 

Die Normalwiderstände N der festen Drehachse sind im all- 
gemeinen von der Massenverteilung des Körpers abhängig und 
werden erst weiter unten eingehend bestimmt werden. Jetzt wollen 
wir nur solche Fälle betrachten, bei denen die Masse, derartig 
symmetrisch um die Achse verteilt ist, dafs jedem Massenteilchen 
im Abstände q auf der einen Seite der Achse ein gleiches Massen- 
teilchen in demselben Abstand auf der anderen Seite entspricht, 
so dafs die Zentrifugalkräfte dieser Massenteilchen sich gegenseitig 
aufheben, weshalb dann auch die sämtlichen äufseren Kräfte 
sich vollständig aufheben, d. h. den Gleichgewichtsbedingungen 
genügen müssen. Aus diesem Grunde können die Fälle der gleich- 
mäfsigen Drehung solcher Körper mit symmetrischer Massenver- 
teilung schon an dieser Stelle, d. h. in der Gleichgewichtslehre, 
behandelt werden. 

In den obigen Bedingungen wird nichts geändert, wenn zu der 
Drehung um die Achse O noch eine geradlinige und gleichmäfsige 
Verschiebung des Körpers mit seiner Achse kommt. Denn eine 
derartige Verschiebung bedingt keine Beschleunigung, also auch 
keine Ergänzungskräfte. 



246 



Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Körper. 



Fig. 300. 




a) Reibnngsmoment eines Tragzapfens. 

Eine Achse sei rechtwinklig zu ihrer Mittellinie belastet und 
stfitze sich mittels zylindrischer Zapfen auf zylindrische Lager^ 
welche die Zapfen mit geringem Spielraum umschliefsen. Auf 
einen Zapfen vom Halbmesser r komme ein durch die Zapfenmitte 
gehender Zapfendruck i>, der rechtwinklig zur Längenachse des 
Zapfens steht, so dafs die Zy lind er fläche des Zapfens den Druck 
bekommt. Ein derartiger Zapfen heifst Trag zapfen. 

Wir betrachten zuerst einen sog. eingelaufenen Tragzapfen 
(Fig. 300), der mit merklichem Spielraum im Lager liegt und bei 
dem man annäherungsweise annehmen kann, die 
Berührung mit dem Lager finde nicht in einer 
gröfseren Fläche, sondern in einer Seite des 
Zylinders (in der Figur durch einen Punkt dar- 
gestellt) statt Im Buhezustande wfirde A die 
Berührungsstelle sein. Dreht sich nun aber der 
Zapfen rechts herum, so gleitet bei A der 
Zapfen nach links; dem setzt sich der Wider- 
stand fN nach rechts entgegen. Das Moment fN-r macht ein 
treibendes, die Eeibung überwindendes Kräftepaar SD? =fNr im Sinne 
der Drehung nötig. Aber auch nach Anbringung desselben ist den 
Gleichgewichtsbedingungen noch nicht 
genügt, weil die Summe der wage- 
rechten Kräfte nicht Null ist. Es 
kann daher im Zustande der Be- 
wegung die Berührung nicht in A 
stattfinden; vielmehr verschiebt sich 
die Berührungsstelle nach rechts bis 
zu einem Punkte B (Fig. 301), der 
so liegt, dafs dort die Mittelkraft W 
aus N und fN lotrecht gerichtet 

ist. Dies findet statt {m 2CA0B = (p. Es wird dann W=Dr 
und beide bilden ein dem treibenden Moment 9R widerstehendes 
Kräftepaar J> r sin 99 = SR . 

Nun ist tg9?==/; weil aber bei geschmierten Drehzapfen, wie 
wir sie hier voraussetzen, fast stets /< 0,1 also <p^6^ und 
cos q> ^ 0,995, so ist bei derartig kleinen Winkeln sin (p mit 



Fig. 301. 
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genügender Annäherang gleich igq>=/ zu setzen, so dafs das für 
die gleichförmige Drehung erforderliche Eraftmoment, welches zu- 
gleich das Seibungsmoment bezeichnet, gesetzt werden darf 

1) m = I>fr. 

Es entspricht z. B. /=0,i dem Werte sin 9? = 0,0995 . Unmittel- 
bar ergibt sich 61. 1 aus Fig. 300, wenn man daselbst, ohne Bück- 
sicht auf den kleinen Yerstofs gegen die Gleichung der wagerechten 
Kräfte, N= D also fN^fD einführt. Man denke sich also, um 
die 61. 1 leicht zu merken, dafs der Zapfendruck D eine Reibung 
/!> und mit dem Hebelarm r ein Moment Dfr 
bedingt. Bringt man das Moment 3Jl auf die Fig. 302. 
Form Kl (Fig. 302), legt die eine Kraft durch 
O, die andere ans Ende eines Halbmessers l und 
läfst sich die Kräfte K bei der Drehung stets 
mitdrehen, so verrichtet die in O angreifende 
Kraft keine Arbeit; die am Endpunkte des Armes 
l aber während eines Drehungs winkeis a die Arbeit 
Kla=:'^a. Es ist also die Arbeit eines 
Kräftepaares gleich seinem Momente mal dem Drehungs- 
winkel. Die Zapfenreibung erfordert hiernach einen sekundlichen 
Arbeitsaufwand = 5K w = Dfr o). 

Als Arbeitseinheit dient das Meterkilogramm. Bei regelmäfsig 
umlaufenden Maschinen pflegt man aber die in jeder Sekunde 
geleistete Arbeit in ^^^ als Leistung, Arbeitsstärke oder 
Effekt == E zu bezeichnen. Die Einheit der Leistung ist das 
Sekunden-Meterkilogramm = l^^Vsek. Als gröfsere Einheit hat man 
die Pferdestärke (PÄ) = 75 "^^Vsek eingeführt. 

Ein lebendes Pferd leistet freilich eine sekundliche Arbeit von 75 ml^» 
nur unter günstigen Umständen. Als aber James Watt i. J. 1782 Dampf- 
maschinen für Londoner Brauereien zu bauen hatte, kam es darauf an, die- 
jenige Arbeit, die bisher von Pferden am Göpel verrichtet wurde, durch die 
Maschine leisten zu lassen. Watt mafs daher die von den Pferden geleistete 
Arbeit, und eine Dampfmaschine, welche die Leistung von 10 Pferden ersetzte, 
wurde eine 10 pferdige Maschine genannt. Die dort benutzten Pferde waren 
sehr kräftig ; auch wird Watt der Sicherheit wegen, damit seine Dampfmaschine 
keinen Mifserfolg erleide, die Arbeit der Pferde eher zu hoch als zu niedrig 
geschätzt haben. Auf diese Weise hat sich als Maschinen-Pferdestärke die 
Leistung von Ib^^^l^tV eingebürgert. Es wird dafür auch nicht selten 
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Pferdekraft gesagt; doch ist diese Bezeichniing wenig passend, da man 
mit dem Ausdrucke doch nicht eine Kraft, sondern eine sekundliche Arbeit 
bezeichnen will. 

Für die Anzahl der Pferdestärken wird das Zeichen N benutzt, 
während n die Zahl der Umdrehungen in einer Minute 
bedeutet. 

Beispiel: Ein Wasserrad wiege einschl. des darin befindlichen Wassers 
10000 kg; seine Achse werde durch zwei Zapfen von r = 0,im Halbmesser 
getragen und mache 10 Umdrehungen in der Minute. Nimmt man /'=0,i an, 
so ist, da die Summe der Zapfendrücke an beiden Tragzapfen 10000^ hetragt, 
das gesamte Reibungsmoment 3W = 10000 • 0,i • 0,i = lOOmkg. Bei n= 10 ist 
der Drehungswinkel in der Minute 20 ;r, in der Sekunde also 207r:60 = V«^ 
= 1,047 . daher die sekundl. Reibungsarbeit E =104:1 mirg/gek und der Reibungs- 
verlust in Pferdestärken N=^ 104,7 : 75 = 1,396 PS. 

Bei einem neuen Tragzapfen findet die Berührung längs einer 
gröfseren, dem Mittelpunkts winkel 2 a entsprechenden Fläche AGB 
statt (Fig. 303). Ist l die Länge des 
Zapfens und p der Druck für die Flächen- 
einheit an irgend einer Stelle, so kommt 
auf ein Teilchen l-ds der Zylinderfläche 
die Druckkraft pl-ds und die Reibung 
fpl-ds. Das treibende Moment mufs dann 
betragen 

m=flrSp'd8. 
Macht man die Voraussetzung, dafs der 
Zapfen überall gleich stark anliege, so wird 

m=/plrSd8 = 2fplr^a. 
Nun mufs aber D = plScosd-ds 

sein, oder, weil dscosd = da^ 

D = pljdx. 
Darin ist S<^^ die Sehne J.J5 = 2rsina, mithin 

2> = 2^ Zrsina. 



Fig. 303. 




Dann wird f=A^ 
D "^ sm a 



oder 



2) 



a 



^^fjjr- =/7>r 



AB 



sin a • ^jj 

Hiernach ist beim neuen Zapfen, weil wegen des teilweise keil- 
förmigen Einpressens die Summe der Normaldrücke gröfser ist als D^ 
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auch die Eeibung gröfser als beim eingelaufenen Zapfen, u. zw. im 
Verhältnisse des Bogens zur Sehne. 

a = gibt wieder 3K = Dfr ; 

a = V2 ^ aber SK = Bfr V2 n = 1,57 Bfr, 

Die Reibungswiderstände geben, nach senkrechter oder wage- 
rechter Sichtung zerlegt, Seitenkräfte, die in senkrechter Richtung 
die Summe Null liefern, in wagerechter Richtung aber nicht. Daher 
besteht bei vorstehender Ableitung ein ähnlicher kleiner Yerstofs 
gegen die Gleichung der wagerechten Kräfte wie bei Benutzung 
der Fig. 300 zur schnellen Entwickelung der Gl. 1. 

Eine diesen Umstand berücksichtigende schärfere aber umständ- 
lichere Behandlung ergibt wiederum, dafs för / eigentlich sin q> 
gesetzt werden müfste. 

Beim Tragzapfen im Keillager (Fig. 304) werden die beiden 
Eeibungswiderstände fN und fN^ wiederum die Zapfen einseitig 
nach rechts hinüber drücken, infolgedessen iV^ etwas > N sein 
mufs. Nimmt man aber trotzdem an- 
näherungsweise iVj = iV^ an, so ergibt 
sich in lotrechter Richtung 

i> 



Fig. 304. 



2iNrsind = i>, also 2A'' = 



sind' 



3) 



und 3R = 2/iVr = ^?§. 
•^ smo 




Der Ersatz des eingelaufenen zylindrischen 
Lagers (61. 1) durch das Keillager bewirkt 
daher, dafs wegen des keilförmigen Ein- 
pressens 2R gröfser wird als beim zylin- 
drischen Lager, dafs man aber, wie bei der Bewegung in Keilnuten 
(S. 221), statt/ einfach den gröfseren Wert /rsinö zu setzen hat 
(3 = 30° gibt /.-sind = 2/, entsprechend einer Verdoppelung des 
Reibungsmoments. 

Mit Kücksicht auf den Unterschied zwischen "N und tl^ mufs stattfinden 

1. in wagerechter Eichtung 

= JVcos ^ + /*JV^8in t?— JVi cos ^H-/" JVi sin d\ 

2. in senkrechter Richtung 

D = JVsin <J— /JV^cos «? + iV, ^md-\-f'N^ cos d-, 

3. m = f{ß^r^^r, 



250 



Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Körper. 



Die ersten beiden Gleichangen lassen sich ordnen: 

= — (iVi — i^ coBd+(N+ N^)f sin ^ 
D = (JVi — N)fco9d+(N-{-N^) sin a. 
Multipliziert man die erstere dieser Gleichungen mit f, so entsteht durch 
Zusammenzählen 

D = {N+ N^) (1 + P) sin d und nach Gl. 3 

Dfr 



Darin ist 



1+r 



'" sinrf(l+/'^) 
tg^ sinf» 



sec-*^ cos^ 
also m = Dr 



cos ^ ^ = sin ^ coB ^ 
sin 2^ 



sin 2^ 



2 sin S' 

Bei f= 0,1 kann aber P gegen l vernachlässigt oder sin 2 ^ = 2 tg ^ gesetzt 
werden, so dafs dann wieder als Annäherung Gleichung 3 entsteht. 

Dem Nachteile der Vergröfserung der Reibung durch Benutzung des 
Keillagers steht der Vorteil gegenüber, dafs der Zapfen im Keillager auch 
nach erfolgter Abnutzung immer noch eine genaue Führung findet, während 
er im eingelaufenen zylindrischen Lager um das Mafs des Spielraumes hin und 
her schleudern kann. Das Keillager wird deshalb besonders bei Mefs- 
Instrumenten angewandt, bei denen es mehr auf sichere Lage als auf Kleinheit 
der Beibung ankommt. 

Die Lagerung auf Beibungsrollen (Fig. 305) von möglichst 
grofsem Halbmesser B, welche sich um Zapfen vom Halbmesser e 
drehen, hat den Zweck der Verminderung des Eeibungsmomentes. Der 
obere Zapfen vom 

Halbmesser r erfährt ^S- • 

von den Rollen bei A 
und B die Normal- 
drücke N und N^. 
An den Berührungs- 
stellen A und B fin- 
det aber kein Gleiten 
statt, vielmehr haben 
die Bollen dort die- 
selbe Umfangs- 
geschwindigkeit wie 
die Zapfen ; daher 

treten an diesen Stellen nicht die Gleitwiderstände fN und /N^ auf, 
sondern Beibungswiderstände T und 7\ , die im allgemeinen kleiner 
sind. Es wird 




r. 
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Die Kräfte T nnd 7\ wirken auf die RolleD in entgegengesetztem 
Sinne wie anf den Zapfen nnd bewirken die gleichmäfsige Drehung 
der Bollen, haben also deren Zapfenreibung zu überwinden. 

Die tatsachliche Ungleichheit von .V und N^ würde in der- 
selben Weise sich geltend machen wie im vorigen Falle; sie hat 
aaf das wirkliche Ergebnis keinen nennenswerten Einänfs, soll 
daher der Einfachheit wegen vemadilassigt werden. 

Die Kräfte N=Ny bilden (ebenfalls umgekehrt) die Zapfen- 
drQcke in den Lagern der Rollen, erzengen dort die Beihnngs- 
momente Nfg nnd mfissen durch die Momente der Umfangskr&fte 
T= T, überwanden werden. Daher wird TB=N/q, T=Nf^ 
und SW = 2 Nf^r. Am Zapfen liefert aber die Gleichnng der 
lotrechten Kräfte wieder P = 2iV sind, wennn b der Winkel ist, 
den die Tangenten in A und B mit der lotrechten Mittellinie 
bilden; hiemacb wird 

smo R 



4) 



/>/r, mufs ^ : Ä <: sin ö 
e2li = |i>/r. 



Fig. 306. 



Damit dies kleiner werde 
sinö = — und ^ = g- gebei 

b) ReibnngsmomeBt eines St&tEzapfens. 
Beim Stüti- oder Spurzapfen (Fig. 306) wirkt der Druck Z> 
in der Ächsenrichtung desselben. Die 
Berührung mit der Spurplatte des 
Lagers erfolge (der Allgemeinheit 
wegen) in einer Bingfläche von den 
Halbmessern r nnd B., Zeichnet man 
im Grundriß einen schmalen Bing 
yom Halbmesser q und der Breite dQ, 
so kommt anf ein Teilchen dF des- 
selben eine Druckkraft pdF, wenn p 
der Druck für die Flächeneinheit ist 
Diese Druckkraft liefert eine Beihnng 
fp ■ dF und ein Beibnngsmoment 
d'mfi=/p-dFQ. Da man annehmen 
darf, daä im ganzen Umkreise dieses 
Binges der Einbeitsdruck p denselben 
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Wert haben wird, so kann man dF sogleich als die Bingfläche 
2 Q 71' dg einführen und erhält als gesamtes Beibangsmoment 

1) Wl=^2 7tf\^pQ^dQ. 



t r 



Aufserdem mnfs, da der schmale Bing den Drack;>2jr^-(2^ aufnimmt, 



2) i> = 2;rUe- 

J r 



dQ sein. 



Beim neuen Zapfen nimmt man den Druck p überall gleich an, 
Ist die Berührungsfläche ein voller Kreis /r = 0), so wird 

4) aÄ = |i>/jB, 

also kleiner als beim Tragzapfen. Es kommt dies daher, dafs, 
während beim Tragzapfen die ganze Beibung Df an dem vollen 
Halbmesser als Hebelarm wirkt, hier die Hebelarme der Beibungs- 
widerstände im allgemeinen kleiner sind als der äufsere Halbmesser. 
Beim eingelaufenen Zapfen sind die Verhältnisse noch günstiger. 
Mit der gleitenden Bewegung des Zapfens ist nämlich eine Abnutzung, 
ein fortwährendes Abschleifen, verbunden, und, da die Gleit- 
geschwindigkeit nach dem äufseren Umfange hin zunimmt, so wird 
auch hier die Abnutzung am gröfsten ausfallen; infolgedessen 
wird das Aufliegen des Zapfens auf der Spurplatte nach einiger Zeit 
nicht mehr ein gleichmäfsiges sein; es wird der Einheitsdruck von 
innen nach aufsen hin abnehmen. Über die Veränderlichkeit von p 
wird die Annahme gemacht, dafs p mit q umgekehrt proportional 
sei, dafs man 

5) p = ^ 

' Q 

setzen könne, worin pi der Einheitsdruck im Abstand Eins von der 

Drehachse ist. Dann wird aus 61. 2: 



/> = 2 Ttpi \dQ = 2 Ttp^ {E — r)j 

t) r 
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aus Ol. 1 aber: 



.Ä 



Fig. 307. 



t/ r 

Teilt man diese Gleichung darch die vorhergehende, so wird 

2« : i> = 72/ (i2 + r) also 

6) a»= V2i>/(Ä + r). 

Es ist jetzt offenbar V2 (Ä + r) der mittlere Hebelarm der Reibung. 
Für volle Kreisfläche {r = 0) wird 

7) M^^lzDfB. 

Beim kegelförmigen Stützzapfen (Fig. 307) möge die 
Berührungsfläche sich von G bis B erstrecken. Ist dF ein Flächen- 
teilchen derselben mit dem Einheitsdrucke 
p, so wird 2W=/J*j>-cZF'ö. Da aberj?tZJP 
mit der Wagerechten den Winkel ö bildet, 
so ist 

B==AndSp'dF. 

Das Flächenteilchen dF bildet mit der 

wagerechten Grundrifsebene den Winkel 

90^ — ö; nennt man dF' den Grundrifs von dF^ so wird 

dF'==d Fcos (90^ — ö) = d Fsin ö . Hiernach wird 

D=SP'dF' und 

Wl = -^Ap'drQ. 
sm oj'^ 

Da nun dF' mit 2Q7tdQ eingeführt werden kann, so wird 

aR^l^fp^Ve und 




sind 



v r 



7> = 27t [pQ'dQ. 
t, r 



Vergleicht man diese Werte mit den Gl. 1 und 2, so erkennt 
man, dafs der Ausdruck für J? völlig mit Gl. 2 übereinstimmt, 
während in dem Werte für 2R nur / mit /: sin ö vertauscht ist 
als Folge des kegelförmigen Einpressens, wie in allen ähnlichen 
Fällen. Daher mufs sowohl in den Gl. 3 und 4 für einen neuen 
Zapfen, sowie auch in den Gl. 6 und 7 für den eingelaufenen 
Zapfen / vertauscht werden mit /: sin d. 
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Der kegelförmige Zapfen Terursacht also mehr Beibang »Is der 

zyliodriscbe StOtzzapfen, gewährt aber aucli, wie dag Keülager, den 
Vorteil einer genauen Führung, die der Stützzapfen mit ebener 
Reibungsfläche nicht bietet, weil an der zylindrischen Seitenwand 
des Lagerg sich Spielraum betindet oder bilden uiufg. 

c) Hirn'sche Reibungswa^e. 
Die vom elsägsischen Ingenieur Adolf Hirn im Jahre 1854 
ersoonene Vorrichtung (Fig. y><>S und iJOO) dient zur Ermittelnng 




der Reibungsziffer i eines 7aplenlagorg durch Abwägen. Auf einer 
Welle, die von einer Maschine etwa mittels Biemscheiben in gleieh- 
( Drehung \ ersetzt wird befindet sich der zu untersachende 
der aber nicht etwa zur Stützung der Welle dient, 
gondern an der Welle Tiängt. Unten an dem Lagerkörper ist ein 
Wagebalken IT befestigt, an dessen gleichen Armen Wagschalen 
bringen. Die Wagschalen werden mit Gewichten beschwert, so ia& 
der für die Versuche gewünschte Zapfendruck 7> entsteht, welcher 
das Reiljungsraoment M = !>/>• erzeugt. Dieses Moment, welches 
vom Lager auf Yi". äoii. 




Wechselwirkung das Bestreben, den LagerkSrper bei der Drehung 
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mitzunehmen, den Wagebalken also schräg zn stellen. Diesem 
Bestreben wirkt man entgegen, indem man in der linksseitigen 
Wagschale ein Übergewicht P anbringt (Fig. 309) und dieses so 
regelt, dafs der Balken wagerecht einspielt. Der Zapfendruck 
beträgt 2> = 2^ + P+(t, wenn G das Eigengewicht des Lagers 
mit dem Balken bezeichnet. Das Eeibungsmoment beträgt also 
aß == (2 Q + P + Cr) fr und wird gemessen durch das Moment des 
Übergewichtes P, d. h. aK = PZ. Dies ergibt 

.= PI 

^ {2Q + P+G)r' 

Beispiel: Beii = lm, r = 0,06ni, (y=iookg; (2 = 2000 kg sei das 
Übergewicht P = 10 kg ; dann ist f = (4000 + 110)0,05 = ^'°*' ' 

Damit der Balken gut einspiele, mufs, wie bei einer Wage, 
der Schwerpunkt S (Fig. 309) unterhalb der Drehachse liegen. 

d) Der Bremszaum von Prony. 

Der Grundgedanke der vom franz. Ingenieur Prony 1821 
ersonnenen Vorrichtung zum Messen der Leistung von Kraftmaschinen 
ist dem der Beibungswage ähnlich. 

Man hebt nämlich die Triebkraft der zu untersuchenden Maschine 
durch einen Reibungswiderstand auf und mifst diesen mittels einer 
Wage. Da es in diesem Falle nur darauf ankommt, den ganzen 
Betrag der Eei- 

bung zu messen, ^^^- ^^^* 

es aber nicht 
nötig ist, diese, 
wie bei der 
Reibungswage, 
nachträglich in 
die Faktoren / 
und D zu zer- 
legen, so ist es auch nicht erforderlich, die Reibung durch eine 
Belastung zu erzeugen; vielmehr kann man sie einfacher durch 
Zusammenschrauben zweier Bremsklötze hervorbringen (Fig. 310). 
Auf der Welle der Kraftmaschine befestigt man eine Bremsscheibe 
und bringt auf dieser den Bremszaum an, dessen Schrauben vorläufig 
schwach angezogen werden. Dann setzt man die Kraftmaschine, etwa 
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eine Dampfmaschine, allmählich in Gang und zieht die Schrauben 
stärker an; die an dem Umfange der Scheibe entstehende Reibung 
hat nun das Bestreben, den Zaum mitzunehmen, infolgedessen sich 
der Wagebalken unten rechts auf eine als Hindernis dienende Schwelle 
B legt. Man bringt sodann die Dampfmaschine in den Zustand, in 
welchem sie beim regelrechten Betrieb arbeiten soll, zieht also die 
Bremsschrauben stärker an, wenn die Welle zu schnell läuft, und 
umgekehrt. Hat man auf diese Weise erreicht, dafs die Welle die 
vorgeschriebene Zahl von n Umdrehungen in der Minute ausfuhrt, 
so wird jetzt offenbar, weil ein regelmäfsiger Gang stattfindet, die 
ganze Arbeit der Maschine durch den Bremszaum in Beibung um- 
gewandelt. Belastet man nun die linkseitige Wagschale mit einem 
Gewichte P (einschliefslich der Wagschale) in dem Mafse, dafs der 
Balken sich rechts von der Schwelle abhebt und wagerecht einspielt, 
so ist PI das Mafs des an der Scheibe wirkenden Eeibungsmomentes 3K, 
Die sekundliche Arbeit desselben beträgt mithin (nach S. 247) 

Tto)== Ploj, oder, weil a> = — ^77- ist und 75 "^Aek eine Pferde- 

bU 

stärke ausmachen, es ist die Anzahl IV der Pferdestärken der Maschine 



N=Pl 



30- 75' 



Beispiel: Ist Z=2,5in; p=:200»g; n = 30, so wird 

'''-''' '''^=.20, PS, 



N = 



30-75 



Auch bei dieser Vorrichtung ist es wünschenswert, dem Wage- 
balken Standsicherheit zu geben, d. h. den Schwerpunkt /S unterhalb 
der Achse anzuordnen, was hier erreicht ist, indem der schwere 
Balken sich unterhalb der Bremsklötze befindet. 

e) Reibungsräder. 
Die Reibung zwischen zwei gegeneinander geprefsten Scheiben 



kann benutzt werden, um die Drehung 
der einen auf die andere zu übertragen. 
A (Fig. 311) sei die treibende, B die mit- 
zunehmende Welle. Auf beiden bringt 
man Scheiben an, die sich bei O berühren. 
Liefse man die Scheiben mittels zahn- 
artiger Vorsprünge ineinander greifen, so 
würde dadurch eine Mitnahme der Welle B 



Fig. 311. 




r 
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erawoDgen. Läät man aber die Vorsprünge fort, so kann aach die 
Beibnng die Wirkang der Zähne eraetien. 

An der Welle B möge ein Widerstandsmoment M der Drehung 
en^genwirken ; dieses kaan man dnrch eine Last Q,, welche an 
einer Trommel vom Halbmesser r emporgewandeii wird, znr Dar- 
stellnng briDgen, indem man 9^ = Qr setzt Zur Überwindung des 
Momentes ist eine ümfangskrafl 7" bei C erforderlich, f&r welche 
TR = Qr also T=Qr:S wird. Ist nun 7> der Druck zwischen 
den Scheiben, so wflrde demselben beim Qleiten die Keibung //> 
eotaprechen. Eier soll* aber kein Gleiten stattfinden, vielmehr 
sollen die Scheiben stets gleiche ümfiaogsgeschwindigkeit haben. 
Unter diesen Umständen ist dann die zur Wirkung kommende Beibang 
r</ö, mithin 

1) Q-^.</i)oder i>>|^. 

Das Zeichen = in Ol. 1 wflrde auch noch fflr ein Gleiten der 
Scheiben aufeinander gelten; soll dies ausgeschlossen sein, also ein 
sieberea Mitnehmen der Welle B erfolgen, so mnfs fflr J> das 
Zeichen > angewendet werden. 

Beinlel: MdasWideratandsiaoment 3ß=100'0^ = 20'»^S, JR = 0,>*i, 
20 
f^=0,i für Gntoeisen anf GnfseiseD, so wird -D^ « — jj-:=333ke. Bei 

D = 333 ^ wQrde leicht noch ein Qleiten eintreten können, so dab die Last $ 
abwärts gellen könnte; man mnb 2> nm ein gewisses Mafa >■ 333^ nehmen, 
damit man Sicherheit gegen Znßlligkeiten hat 

Der Druck D kann nur durch die Zapfen- 
lager auf die Bäder flbertragen werden, erzengt 
daher Zapfenreibnng, deren Überwindung Arbeit 
kostet. Man mufs suchen, das erforderliche 7> 
klein zn machen ; dies wird erreicht, indem man 
die Beibnngsräder nicht einfach zylindrisch ge- 
staltet, sondern keilförmig ineinander greifen, lälst 
(Fig. 312), wodurch eine Vergröfterong der Bei- 
bnng entsteht. Ist wieder der halbe Keilwinkel ö, 
so wird D = 2 Nänd, die mögliche Beibang 

^-^>^ oder I>>Q— 7-^, 
sind Ä / M 

d. h. kleiner als nach Gl. 1. Dafs man bei der jetzigen Anwendung 

Kack, Htebuiit L 17 



2/JV = 
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^JdN 



der sog. Eeilnutenräder mehrere Eeilnnten nebeneinander an- 
ordnet, hat mit der Wirkung nichts zu tun. 

Beispiel: Macht man 2^=30®, so ist sin (T = 0,86, und es wird mit 
den sonstigen Zahlen des vorhergehenden Beispieles der untere Grenzwert von D: 
333*0,86 = 87^?, also nur etwas mehr als V« des vorigen. 

f) Seilreibang. 

1. Über einen Zylinder vom Halbmesser r, der sich gleichförmig 
um eine Achse O dreht (Fig. 313), sei ein biegsames Seil, ein biegsamer 
Faden, Kiemen oder dgl. gelegt, bei A befestigt und bei B am freien 
Ende mit einer Kraft S^ gespannt, 
dann drückt das Seil gegen den 
Zylindemmfang; an einem Bogen- 
teilchen ds^r-dd entsteht eine 
Normalkraft dN und ein Oleit- 
widerstand f'dN^ der auf den 
sich rechts drehenden Zylinder 
nach links, auf das Seil aber 
nach rechts ?rirkt, das Seil also 
mitzunehmen strebt. In dem bei 
.1 befestigten Seilstücke möge 
eine Spannkraft S2 herrschen, dann befindet sich das Seil unter Ein- 
wii'kung der an ihm auftretenden Kräfte S^^ 8^^ Gruppe \_dN\ und 
Gruppe [/c^iVl im Gleichgewichte, so dafs die Momenten- 
gleichung in Bezug auf O liefert 
(weil die dA"- Kräfte durch O gehen): 
S^r + rfZdN= S^r, d. h. die gesamte 
Seilreibung f^dN wird gemessen durch 
den Unterschied der SeilkräiFte S^—S^ . Um 
also die gesamte Seilreibung zu finden, 
müssen wir S^-Si zu ermitteln suchen. 

Schneiden wir aus dem Seile das 
Bogenteilchen ds = r d& heraus 
(Fig. 314), so wirken auiser den Kräften 
dN und f'dN noch die Spannkräfte S 
und S+dS, Zerlegt man sämtliche 
Kräfte II und J_ zu dN, so verlangt das 
Gleichgewicht dN^ (aS + S + dS) sin V2 dd 

f'dNt^dS cos y^dif, 





und 



^=e^« 
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oder, weil sin V«d^= Vadi?, cos ^/2dd = 1 und dS-d^ unendlich 
klein zweiter Ordnung ist: 

dN=S'd& und 

/'dN=dSj mithin 

f'dd-=dS:S. 

Durch Integration entsteht: 

d ^0 entspreche dem Punkte O (Fig. 313) und der Spann- 
kraft Si^ ^=^ OL dem Punkte 2> und der Spannkraft S2 , dann wird 
/a = 1^2 + C; = lÄi + C, mithin aus beiden: 

2) /. = l(f ) od., I 

und die ganze Seilreibung 

3) Äj — Äi = Äi (6^« — 1). 

Dabei ist besonders bemerkenswert, dafs das Verhältnis der 
Kräfte unabhängig ist von r, nur abhängig von der Beibungs- 
ziffer und dem dem umspannten Bogen entsprechenden Mittelpunkts- 
winkel a. 

Wenn der Zylinder ruht, so wird die Summe aller zur Wirkung 
kommenden Beibungswiderstände Jd T ebenfalls durch 82 — Si 
gemessen; es ist dann aber 

Äj : Äi < e^^ und auch 

4) 52_5f^<Ä^ (,/«_!). 

Für 82 ^ Si würde keine Beibung ausgeübt werden. Bei einem 
unterschiede zwischen 8^ und ^2 bezeichnen wir mit 82 stets die 
gröfsere der Kräfte. 

2. Ist das Seil nicht in Buhe, sondern wird es mit gleich- 
bleib.ender Geschwindigkeit v=^r(A) über den ruhenden oder mit 
anderer Oeschwindigkeit sich drehenden Zylinder 
fortgezogen, so heben sich an einem Bogen- 
teilchen r^dd die normal gerichteten Kräfte 
nicht auf, sondern es geschieht dies erst, nach- 
dem die Zentrifugalkraft dm tcü 2 hinzugefügt 
ist (Fig. 315). Es wird dann ^B-^ds 

dN= 8'dd — dnfra)^. 
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Darin ist dm = —Fvd&, wenn F der Querschnitt, y die Dicht» 

ff 
des Fadens, Kiemens oder Seiles. Die andere Qleichang f-dN^dS 

bleibt unverändert; veil nun 



d(s— ^Jfr»a)») = dS, 



so wird 



ff 
d 



f.d^ — 1^ — ff^ L 



ff 
also /d = l (s— -^ Fn^ a)2J + C, 
oder zwischen Grenzen genommen: 



/«=il 



So — — Fr'^ a>2^ 
^ 9 

Si — ^ Fr^ a>2^ 
9 



Daraus entsteht: 



5) 



^2 — ^ Fr^ oß = (s _ i^ Fr'^ oÄ ^/«, oder 
9 ^. ^ ^ 

^2 — Si = (Si — ^Fr^oÄ {e^^ — 1). 



Fig. 316. 



In den meisten Fällen ist der Einflufs des Gliedes — JFr^ a>2 unbe- 

9 
dentend; nur bei grofsen Geschwindigkeiten reo verdient er Be- 
rücksichtigung (vgl. S. 264). 

Beispiel: Ein runder Baum sei auf einer 
Schwelle festgelegt (Fig. 316) und aufserdem 
durch Zimmermannshaken gehalten. Ein Seil sei 
derartig hinühergeschlungen, dafs a = tt. An der 
rechten Seite hänge eine Last von 1000 ^sr. Es 
soll berechnet werden, mit welcher Kraft links 
gezogen werden mufs, um die Last hinauf zu ziehen. 
Da äuDser der Last noch die Keibung tiberwunden 
werden mufs, so wird links die gröfsere Kraft ^2 
wirken, während rechts Si = 1000 ^g ist. Die 
Keibüngsziffer werde ftbr ein Hanfseil auf Holz zu 
f=^lz angenommen. 




J 
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Nimmt man.Ton beiden Seiten der Gleichung die Briggischeo Logarithmen, 

fio wird log ( -^1 = — TT log c = 1 ,047 • 0,4»4 = 0,4644. Dazu gehört eine Zahl 

^^b = 8i:S^, Mithin wird ^3 = 2850 kg; die Seilreibnng betr&gt 1850 kg, 
ist also sehr grofs. Diese Vorrichtung eignet sich daher nicht als Aufzugs- 
maschine, um so besser aber zum Hinablassen einer Last, wobei die Reibung 
g&nsfdg wirkt. Beim Hinablassen wirkt die kleinere Kraffc S^ auf der linken 
Seite, während die Last jetzt 82=1000^8 wird. Wiederum ist e/a = 2,85, 
daher Si = 1000 : 2,86 = 351 kg . Jetzt kommt also die Seilreibung im Betrage 
Ton 1000 — 35 1 = 649 kg der hinablassenden Kraft zu Hülfe. Die Zugkraft 
an der linken Seite darf zwischen den weiten Grenzen 35 1 und 2850 kg sich 
bewegen, ohne dafs ein vorhandener Ruhezustand gestört werden würde. Da 
die Reibung das Bestreben hat, den Balken zu drehen, so mufs er hiergegen 
sicher befestigt werden. 

Zum Festhalten oder bequemen Hinablassen schwerer Lasten findet eine 
derartige Vorrichtung vielfache Anwendung. Die Reibung wird noch bedeutend 
Tergrölsert, wenn man den Winkel a des umspannten Bogens vergröfsert. Man 
kann dadurch jedes beliebige Verhältnis S^ : S^ erreichen. Wir wollen berechnen, 
wie grofs a werden mufs, wenn 82*, 81 = 1000 sein soll, d. h. wenn man durch 
Anwendung von iSf^ = 1 kg die LUst von 1000 kg hinablassen will. Es mufs 
€V3a = 1000, d. h. in Logarithmen V«a0,484 = 3, oder « = 9:0,434 = 20,7 
sein. Da nun eine Umwickelung einem Winkel 2 tt entspricht, so mufs die Zahl 
der Um Wickelungen n = 20,7 : 2 tt = 3,8 betragen. Wenn man also das Seil 
3 Mal und dann noch Vs oder vielleicht V< ^^ umlegt, so wird das Ziel 
erreicht sein. Bei öfterem Umschlagen genügt schliefslich das Gewicht des 
überhängenden Seilendes zum Festhalten der Last. 

Es ist für die Wirkung gleichgültig, ob der ^^' ^^'^ 

umspannte Bogen a sich auf einem Zylinder be- 
findet, oder ob das Seil nacheinander um mehrere 
Zylinder geschlungen ist; in letzterem Falle ist a 
die Summe der umspannten Bögen. Auf diesem 
Grundgedanken beruhen die Rettungsvorrichtungen 
bei Feuersgefahr, mittels deren Menschen aus einem 
brennenden Hause hinabgelassen werden können. 

Erheblich vergröfsert wird die Seilreibung noch, wenn man das (runde) 
Seil in eine Keilrinne (Fig. 317) legt, weil dann fisind an Stelle von f 
zu setzen ist. 



g) Bandbremse. 

Ein dünnes Bandeisen, welches man am einen Zylinder spannt, 
um an diesem einen Beibnngswiderstand zu erzeugen, heifst Brems- 
band und findet als Bandbremse bei Winden vielfache Anwendung 
zum gleichmäfsigen Hinablassen von Lasten. An einer Windetrommel 
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Fig. 318. 



vom Halbmesser r (Fig. 318) hänge das Ge¥dcht Q. Mit der 
Trommel &st verbanden ist die Bremsscheibe vom Halbmesser jB* 
Das umgelegte Bremsband sei mit 
dem einen Ende am Gestelle befestigt, 
2. B. an dem Drehpunkte A des Brems- 
hebelSy das andere Ende des Bandes 
sei mit dem Hebel verbunden. Am 
Ende des Hebels wirke aufwärts die 
Kraft Kf welche in dem Band eine 
Spannkraft 8i auf der rechten Seite 
hervorruft. Bei der Drehung links 
herum entsteht an der Scheibe eine 
der Drehung entgegen wirkende Band- 
reibung 82 — S, = 8, (e/«— 1), 
welche, mit B multipliziert, dem 
Momente Qr der Last gleich sein 

muls. Ist nun b der Hebelarm von 81 (aber nicht als Länge am 
Hebel, sondern rechtwinklig zu 81 gemessen), so wird Ka = Sib^ 

Q r b 




mithin ir = 



t/a — 1 B a 



Beispiel : Der Winkel des umspannten Bogens sei a = 0,t • 2 tt , die 
Eeibnngsziffer für Bandeisen auf gafseisemer Scheibe /'=s0,i8, r: J2 = V^} 
a : & = 10; dann wird e ^^ = 2,21 und 

24,a ' 



K 



2,21 — 1 2 10 

d. b. mit einer Kraft £ = 10 ^g kann man eine Last Q = 242 kg hinablassen. 

Es ist rätlich, von den beiden Kräften des Bandes die kleinere B^ auf 

den Hebel wirken, die gröfsere B^ aber vom festen Gestell aufnehmen zu lassen. 

h) Riemenscheiben. 

Nützliche Anwendung findet die Seilreibung auch bei den 
Biemenscheiben, welche zur Über- y\%. 319. 

tragung der Bewegung von einer 
Welle auf eine ihr parallele 
Welle dienen, wenn die Ent- 
fernung der Wellen so grofs ist, 
dafs eine unmittelbare Über- 
tragung mittels Beibungsrädor 
oder Zahnräder nicht zweckmäfsig erscheint (Fig. 319). Der biegsame 
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Körper, der um die Umfange der Scheiben gelegt wird, ist hier 
meist ein Lederriemen. Die Welle A drehe sich links hemm; der 
Riemen sei genügend angespannt, so dafs er auf den Scheiben nicht 
gleitet, dafs vielmehr beide Scheibennmßnge und der Biemen die 
übereinstimmende Geschwindigkeit v haben müssen. Der Drehung 
der rechtsseitigen Welle setze sicji ein Widerstandsmoment entgegen, 
welches wir wieder auf die Form 3DI = Qr bringen wollen (vergl. 
S. 257). Sind S^ und S^ die Spannkräfte der Biementeile, so 
wird die ganze Seilreibung an der rechtseitigen Scheibe stets 
gemessen durch S^ — B^^ und für gleichmäfsige Drehung der 
rechtseitigen Welle ist erforderlich 

1) Äj — Si = Qr:Ä. 

Da nun Kiemen und Scheibe nicht aufeinander gleiten, so ist 

2) Äj-Äi<Äi (^-^"-1), 
oder durch Verbindung von 61. 1 und 2: 

1 



^' = ^B-7^—{ 



wofür wir schreiben wollen: 



3) ^^=«^-7^:11+^^' 

darin ist zl 5 der Überschuß an Spannkraft, der wegen der 
Sicherheit gegen Gleiten nötig ist, dessen Grösse aber nur 
durch Erfahrung bestimmt wird. Aus Gl. 3 und 1 wird dann 

Die Gröfse a des Winkels des umspannten Bogens wirkt in 
günstigem Sinn auf die Verhinderung des Gleitens. Da nun die 
gleichen Kräfte S^ und S^ an beiden Scheiben wirken, die Winkel 
a und aj aber bei beiden Scheiben im allgemeinen ungleich sind, 
so mufs von den beiden Winkeln a und a^ stets der kleinere in 
Rechnung geführt werden. 
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^Beispiel: Für Lederriemen auf GafseisenBcheiben setzt man f=i0yt8, 
sind femer die beiden Scheiben gleich and daher a = tt, so wird 

g/a = «<>'»f = 2,4i. 
Ist nnn Ä = 0,6m, 2W= 100- 0,2 = 20»iffir, so wird 

20 1 

ü,6 1 ,41 
^2 = 23,64 . 2,41 + J 5 = 56,97 ^ +JS. 

Wie bei den Reibungsrädern der Druck 2>, so verursachen 
hier die Spannkräfte S^ und ^2 Zapfenreibungswiderstände in den 
Lagern. In ähnlicher Weise wie dort 2>, können hier S^ und S2 
vermindert werden, wenn man den Riemen durch eine runde Schnur 
ersetzt und die Scheibe mit einer keilförmigen Rinne 
versieht (Fig. 320), so dafs infolge der Keilwirkung Pig- 320. 
wiederum / mit./: sind zu vertauschen ist. Man wähle 
d so grofs, dafs das Seil sich in der Rinne nicht 
festklemme, mache also d>q>, damit das Seil beim 
Ablaufen sich ohne erheblichen Widerstand aus der 
Rinne entfernt, nicht aber gewaltsam herausgezerrt werden mufs. 

Ist fftr Hanfseile in gufseisernen Kinnen /*=73> 9^=18°, so ist 
<J = 30 zulässig. 

In den vorstehenden Bechnungen ist der Einflufs der Geschwindigkeit des 
Eiemens auf Verminderung der Keibung nicht berücksichtigt. Für schnell- 
laufende Biemen ist an Stelle der GL 4 auf S. 259 zu setzen (nach Gl. 5, S. 260) 

Dadurch kommt dann zu den Werten Si und S^ nach Gl. 3 und 4, S. 263 

V 

noch der Summand -^ Fr^w^ hinzu. 

9 

Hat z. B. ein Biemen von 0,6 cm x 6 c™ = 3 qcm = 0,0003 v^ Querschnitt eine 

Dichte von 900, so ist / i^=0,27^/m . Bei 15 m sekundl. Umfangsgeschwindigkeit 

y 87 * 15^ 

wird dann —Fr^(ü^ = -^ = 6,xkg. Aus den Zahlen des vorstehenden 

9 9,81 

Beispieles wird dann S^ = 23,64 -\- ß^i -^ A S und S^ = 57,87 -\-ß,2 -{• AS. 

i) Seilrollen und Flaschenzttge. 

Ist über eine Rolle (Fig. 321) ein völlig biegsamer Faden 
gelegt, der die Last Q trägt, so würde, wenn sich der Drehung 
der Rolle kein Widerstand entgegensetzte, zur gleichmäfsigen 
Drehung kein Moment, also auch keine Seilreibung erforderlich sein, es 
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w&rde dann K=Q hinreichen znm Hinaufziehen der Last. Nun findet 
aber ein Zapfendruck D = Q + K statt, also ein Beibnngsmoment 

fDl='Df— (wenn d der Zapfendurchmesser), zu ^' ^^^- 

dessen Überwindung eine am umfange der Bolle 

angreifende Kraft ^ = D/ A = -^±^ fd 

nötig ist Dies ist die aaf den Rollenamfang be- 
zogene Zapfenreibnng Z. Diese Kraft kann Ton 
dem Seile nur durch die Seilreibung auf die Bolle 

K -\- 
fibertragen werden, oder es ist £^ — Q, = — -^--=-fd. Daraus entsteht 

fd 




Q 



1 + -- 



2r 



1-/7 



d 



2r 



Zur Vereinfachung multiplizieren wir in Zähler und Nenner mit dem 
Zähler, erhalten 



Q 



1 — 



f/d^ 

2r- 



und vernachlässigen nun den kleinen Wert l^j gegen die Ein- 
heit, so dais genau genug 
1) ^ = 1+/- wird. 



Q ■ r 

Man kann auch schreiben K=Q + Z, wo 



2) 



Z 



«/7 



die auf den BoUenumfang bezogene Zapfenreibung, d. h. man kann 
(nach A. Bitter, Lehrbuch der technischen Mechanik, 2. Aufl., S. 365) 
die Sache so ansehen, als ob zu der Kraft Zq = Q, die bei einer 
ideellen Bolle hinreichen würde, noch der Betrag Z hinzutreten mufs. 

Aufser der Zapfenreibung mufs aber auch noch der Seil- 
biegungswiderstand berücksichtigt werden. Wir haben bisher 
ein Seil angenommen, dessen Bichtung stets mit der Bichtung seiner 
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Fig. 322. 



Spaankraft Qbereinstimmt, welches daher zn beiden Seiten der Bolle 

sich TGllig taDgential an diese legt Wird aber ein wirkliches Seil 

ans der geraden Form in eine KrQnunang 

übergeführt (Fig. 322), so müssen wegen der 

LäDgenverscbiedenheit am inneren und Sufseren 

Umfange die einzelnen Fasern, aus denen das 

Seil besteht, sieb gegeneinander verschieben, 

and dieser Verschiebung setzt sich ein Widerstand entgegen. Auch 

beim Übergang aus dem gekrümmten Zustand in den geraden 

ergeben sich die gleichen Widerstände. 

Soll nun an der linken Seite der Bolle die Last Q aurgewnndea 
werden, so geht das Seil nicht plStzlicb aus der geraden Tangente 
in die Krflmmnng 1 : r über, sondern es verteilt sich diese Erümmnnga- 
änderung auf eine gewisse Länge, und die Folge davon ist, dafa 
die Mittellinie des unteren Teils des Seiles um eine gewisse 
Gröfae e von der Tangente nach aufsen 
abweicht (Fig. 323). Auf der Ablauf- 
seite erfolgt der Übergang aus der 
Krümmung !:*• in die Erümmnng Nnll 
ebenfalls allmählich mittels einer Gegen- 
krümmung, und es folgt daraus eine 
Abweichung der Kraft K von der 
Tangente um die Oröfae e^ nach innen. 
Die Biegungswiderstände haben dann 
dieselbe Einwirkung auf die Drehung 
der Bolle, als ob die Last Q an dem 
gröfseren Hebelarm j- + i-, die treibende 
Kraft K aber an dem kleineren Hebelarm r — c^ angreift, wobei 
man die Abstände e und c^ gleich annehmen darf; daher wird 
A- (r — e) = a (r + (■) oder 



pjg. 323. 




wofür man, weil ( 

(vergl. S. 265) 



■ wieder ein kleiner Wert ist, schreiben kann 
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Nennt man Q'2e:r=' B den auf den BoUenumfang bezogenen 
Biegongswiderstand, so kann man den Einflnfs dieses ümstandes 
wieder so auffassen, als ob zn Kq^Q wegen der unvollkommenen 
Biegsamkeit noch der Betrag B hinzutreten mufs. 

Die GrGfse e in Metern ist von der Dicke und Beschaffenheit 
des Seiles abhängig. Nach Versuchen ist für Seile von der Dicke d 
(in Metern) 

IQ A2 

3) e = 6,5d2, oder B = Q^^—. 

Werden nun durch die Wirkung der Zugkraft K bei gleich- 
förmiger Drehung der Bolle Zapfenreibung und Biegungswiderstand 
zugleich überwunden, so kann man 

/ ^ 1^Ö2\ 

4) K=Q+ Z + B=Q(i +/- + ^^] setzen, oder 

5) K^'Qw, 

d 13 d^ 

wenn w^l+f — | ist; w heifst dann die Widerstands- 

r r 

Ziffer für Seilrollen. 

Fi? 324 

Ist die Seildicke <y = 0,02m der Rollenhalbmesser ^' * 

r = 0,o9™, der Zapfendnrchmesser (? = 0,o3™, /'=0,i2, 
so wird 

0,ia • 0,03 , 13» 0,0004 



I ^ = ^^^^ + -^ l+0,.« + ö,oe = !,>«. 




Die Zapfenreibnng vergröfsert also die erforderliche 
Zngkraft um 4^/o, der Seilbiegungswiderstand um G^o; 
der Abstand der Seilmitte Ton der Tangente beträgt 

e :±i:' ^,5 . 0,0004 ^ 0,0026 m == 2,6 mm , 

Um eine Last von 100 1<« mittels einer solchen Eolle und eines solchen 
Seiles gleichmäfsig emporzuziehen, ist ein^ Kraft £^=110^ erforderlich 
(Fig. 324). Beim Hinablassen der Last vertauschen Q und K ihre Bollen; 
das Verhältnis beider bleibt aber tc , daher wird dann 

X= Ö : W7 = 100 : 1,1 = 90,9 Jtg. 

Bei einem über eine Bolle geführten Seil ist die Spannkraft 
in dem sich abwickelnden Seilstücke die gröfsere; das Verhältnis 
beider Spannkräfte beträgt stets w. 

Streng genommen mufs für jede gegebene Solle mit Seil der 
Ausdruck w besonders berechnet werden. Da die Verhältnisse 
zwischen d^ r und ö aber meist nicht sehr schwanken, wollen wir 
für fernere Beispiele mit Seilrollen w = 1,1 wählen. 



2QS Zweite Abteilung. A. Gleicbgeiricht sturer Körper. 

Lose Rolle. Bei der sog. losen Bolle ist die Drehachse nicht 
fest gelagert; vielmehr ist das eine Eade des Seiles bei A (Fig. 325) ' 
befestigt; an dem anderen wird bei B gezogen, 
and die Last hängt an der Achse der Rolle. Flg. 325. 

Beim gleichmlUäigen Anfwärtsziehen erfährt die 
Rolle eine aufwärts gerichtete Verschiebung mit 
der Geschwindigkeit c, welche sich mit der 
Umßuigsgeschwindigkeit roy im Punkte C der- 
artig rereinigt, daä dort die Geschwindigkeit 
Null entsteht. Denn das Seil AC ruht, und 
da es auf der Rolle nicht gleitet, so mufs auch 
der Punkt C der Rolle die Geschwindigkeit 
Null haben. Mithin ist c = roy. An der rechten 
Seite der Rolle addieren sich c und r<o zu der 
Geschwindigkeit v = c + rtj = 2c, mit welcher der Punkt B des 
Seiles sich aufwärts bewegen mufs. Die lose Kolle wälzt sich in 
dem Seile AC empor; die Bewegung ist eine Rollenhewegung, hei 
der die einzelnen Punkte der Rolle Zykloiden beschreiben. 

Das Verhältnis der Spannkräfte des Seiles mufs wieder w 
betragen; ist also rechts im ablaufenden Stücke die Spannkraft K, 
so mufs sie links K:w sein. Nach S. 245 mftssen auch bei dieser 
zusammengesetzten Bewegung die Kräfte K und ^:w der Last Q 
das Gleichgewicht halten. Mithin wird 




= K{1 - 



1\ 



= K{l + 0.9l)=h9\K. 



Für eine ideelle Rolle ohne Widerstände ist w'= 1, mithin 
Q=2Ko. Der Wirkungsgrad (s. S. 240) ist, weil v=2e: 



Kv 2K 



2A' 



K 



= 0,955. 



Flaschenzng. Ein Achsgestell mit einer oder mehreren Rollen 
heifst ein Kloben — auch eine Flasche (weil früher die Form 
der Kloben mit einer Flasche einige Ähnlichkeit hatte). Aus einer 
durch ein umgeschlungenes Seil oder Kette hergestellten Ver- 
bindung von festen und losen Kloben besteht der Flaschenzng. 
Sind mehrere Rollen in einem Kloben angeordnet, so bringt man 
diese jetzt meistens auf dieselbe Achse. In der Fig. 326 sind 
aber der Deutlichkeit wegen die Rollen untereinander gezeichnet 



J 



11. BeiboDK. Flaicbening. 269 

Die in Wirklichkeit gleichen Hollen zeigen hier etwas verschiedene 
GrClse. Die Zahl der Bollen in jedem Kloben betraf in der 
Zeichnung 2, allgemein aei sie n. Der obere Kloben ist in dem 
Deckenbalken befestigt, an dem anteren Kloben 
hängt die Last Q. Fig. 326. 

Beim Aufwinden drehen sich (Fig. 326) samt- '^ummms 

liehe Hollen links hemm. Die bei B angreifende Kraft /^JK 

sei K, dann ist die Spannkraft, in dem rechtseitigen , H^io) J 
Seilstflcke K: w, sie vermindert sich nach dem Über- *"! [^[^^ 
gange aber die Rollen schrittweise auf Xiw-, K:w^ 
und K: w*. Das Verhältnis w : c ist offenbar gleich 
der Zahl der Seilstflcke, an denen der untere Kloben 
hängt, also 4 oder allgemein 2n. Die Seile werden 
als sämtlich lolrecht angenommen, da die geringen 
Abweichungen keine Bedeutung haben. Rflckt die 
Last um c aufwärts, so verkflrzen sich die Seilstöcke 
je um c, znsammen also um 4 bezw. 2nc. Die 
gleiche Länge v = ie bezw. v='2nc mufs daher 
bei B abwärts gezogen sein. Macht man durch 
einen Schnitt zwischen beiden Kloben den unteren 
frei, so verlangt dessen Gleichgewicht, dafs die Last 
Q gleich der Summe der Kräfte der durchschnittenen 
Seile sei. Ohne Widerstände wären die Seilkräfte darchw^ K,,, 
daher Q, = ^Ka bezw. =2nfo, mithin ist wieder v:c=Q:£'o. 

In Wirklichkeit ist 



Q-Kl 



- + 



-, + ^ 



1 ^ 



^(«■■-' 



■+»+1) 



und ebenso (allgemein) 



K w 


in 1 


w" t 




Qc 


«=■ — 1 



BeUpiel; Es Bei wieder v 



, dann wird 



Im ersten Falle werden 79 "/a der anfgewendeten Arbeit nützlich verweitet, 
im zweiten nar 67 "/o, während 21 beiw. 33 7« Terloren geben. Mit wachsender 
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Fig. 327. 



Bolleniahl nimmt also der Wlrkangegrad ab. Es ist daher besser, eioe schwere 
Last an 2 Flaschenifigen zn je i BolleD aafiQwiiideii, als an 1 FJaschenzuge 
mit 8 Bollen. 

PUr dos HiDablaasen der Lagt ist dnrchireg u> mit I : w zq vettanachen. 

Differenz •Flasehenzng. Der Differenz -Flaschenzug (Fig. 327) 
gestattet, mit nur 3 Bollen ein bedeutendes Übersetzungsverhältnis 
v.c z\x erreichen. Die beiden KoUen des oberen 
Klobens bilden znsammen ein Stück, haben daher 
gleichen Drehnngswinkel. Statt eines Seiles dient 
eine Eette. Wird bei B eine Kettenlänge v ab- 
wärts gezogen, so findet bei ein Aufwärtswinden 
um V, bei D ein Abwärtswinden um vr:E, also 
zusammen eine VerkQrznng der Kette zwischen 

beiden Kloben nm vi 1 — ^j statt; da sich -diese 

auf 2 Stücke verteilt, so hebt sich der untere 



'"^ 

Der Name des Flaschenznges erklärt sich daraas, 

dafs das Heben infolge der Differenz zwischen Aufwinden und 

Abwinden zu stände kommt. 

Ohne Widerstände würde in jedem Kettenstücke des unteren 
Klobens eine Kraft '/^ Q herrschen; dann ergibt (wenn K^ die 
ideelle Triebkraft) die Momentengleichung des oberen Klobens 
0=ZoÄ+ y-sQr— '/2QB oder ^Ä= VaQ{Ä — r), d.h. 
10) Q:Ka = 2:{l —r:R) = v:c. 

Macht man z. B. r : Ä = 14 : 15, so wird Q : X'o = w : c = 30. 

An der linken Seite der kleineren Bolle des oberen 
Klobens ist die Kette ohne Spannkralt, während auf der ^^- ^^^- 
recbten Seite eine Spannkraft = '/iQ herrscht; ebenso ist VI 
der Unterschied der Spannkräfte der grofsen Bolle ein so 1 1 
erheblicher, dafs die Seilreibnng nicht genügen würde, um ■ f 
ein Gleiten zu Terhindern. Ans diesem Omnde hat man |[^ 
statt des Seiles sine Eette gewählt, die zwischen zahnart^e 
seitliche VorspiÖnge der oberen Bollenkürper (Fig. 328) eingreift and 




11. Beibnng. Differenz-Flaschenzag. 



271 



dadureh ein Qleiten unmöglich macht. £ine solche Kette hat nur 
geringe Steifigkeit, weshalb man die Widerstands- Fig. 329. 

Ziffer der Eettenrolle m w = 1,05 annehmen kann. 
Betrachtet man die Verhältnisse annäherungs- 
weise so, als ob der Widerstand ganz allein von 
der Zapfenreibung gebildet wQrde, so wäre nach 
Gleichung 4, S. 267 

d 



11) 



u; = l+/ 



iü* 



An der unteren Bolle wirken Eettenkräfte /8^ 
und 8w (Fig. 329), und es ist 

An der oberen Bolle tritt ein Zapfendruck auf, 
der annähernd gleich Q, da £" nur ziemlich klein 
ist Dadurch entsteht ein Zapfenreibungsmoment 
Vs Q/d . Die Momentengleichnng für den oberen Bollenkörper lautet : 

0=KB + Sr — SwR—y2Q/d. 




Daraus wird K= siw — — j + Qf 



d 



2B 



= TT^(— ä + ^/Ä '^''^ 



12) 



weil /^ = tu — 1 (Gl. 11), 

XV 



Q, 



1 + w 
w^ — 1 






^ 



Es ist aber w -\ — = te/^ =w^~ - — ^ — — . 

Da nun w'^ — 1,05 ^==1,1, {w—iy aber nur = 0,0025 , so ist 

(ii, — 1)2 

^ — -^r-^ gegen w^ zu vernachlässigen, daher annähernd 



13) 



K = 



Q 



1 + w 



(-'- i) 



zu schreiben. 



Für gleichmäfsiges Hinablassen ist te; durch Iru; zu ersetzen; 
es wird dann an Stelle von K die Kraft Ki nötig mit 

14) K, ^^1 ' 



1 + 



w 



R 



w 
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Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Körper. 



Da nun l:w^ ein echter Brach und r:E ebenfalls, so könnte 
man r : P> beispielsweise =l\w^ wählen. Dann wird ^| = , 
d. h. die Last geht gleichmäfsig abwärts, ohne dafs eine hemmende 
Kraft Kl nötig ist} oder die Last Q wird durch die Widerstände 
eben im Gleichgewichte gehalten. Unter diesen Verhältnissen 
(r : Ä = 1 : w^) wird für Aufwinden 

1 



w 



K=Q 

ohne Widerstände aber 



• w 



2 



1+W 



{^-^) 



2,05*^' 



=1«. 



Fig. 330. 



mithin ist der Wirkungsgrad tj = ' * = 0,51 , also (in Über- 

einstimmung mit S. 242) nahezu gleich V^- 

Soll der Flaschenzug sich aber mit Sicherheit bremsen^ so 
mufs rechnungsmäfsig K^ < 0, d. h. l:w^<:r:B, oder 
15) r:B>l:w^ sein. 

Diese Eigenschaft der Selbstsperrung wird bei dem Differenz- 
Flaschenzuge gewünscht. Weil nun ein negativer Zug Ki an der 
Kette nicht ausgeübt werden kann, so mufs die 
Drehung linksherum durch einen Zug K2 an dem 
bisher nicht benutzten Kettenstücke bewirkt werden 
(Fig. 330). Da der Zapfendruck am oberen Zapfen 
wieder annähernd Q beträgt, das Beibungsmoment 
daher Qf^/2d^ so lautet die Momentengleichung 
der oberen liolle 

K^r -i- SB = Swr + Qfy2 d. 

Wegen des geringen Unterschiedes zwischen r und 
B kann aber /d = (w — 1) jR (Gl. 12) annähernd 
auch = (w — 1) r gesetzt werden, so dafs 



oder, weil wieder Q = S(l + w) 



wird, 




Q 

l + w 






r 



12. Rollwiderstand. 



Es ist aber wieder w + 



ti;2— 1 



== w^ 



— \\2 



{w-l) 



27S 



oder annähernd 



= w^y mithin 
16) 



JTo 



Q 



R 



w 



1 -^ w \ r 

was för w^> JRir (Gl. 15) positiv wird. 

Beispiel: Für w=l,ob ist «?*=l,i, 1:«;* = 0,909. Wählt man nun 

14 
r : jß = 14 : 15, so ist ^f = ^f^^ ^ 0,909, d. h. die Bedingung (15) der 

Selbstsperrung erfallt. Es ist femer (nach GL 10) t?: c = 30 = ^:Zo. Für 

das Aufwinden wird (nach Gl. 13) ä: = -^ (l,i — ^^j == y|-. Da 



nun 




^ Q 

^0==^, 80 ist 



^ = ^5- = 0,40. 



Zum Hinabwinden ist die Kraft JSC» = -7—- (l,i — 77) =;^ aufzuwenden. 

^^ 2,06 \ 14/ 71 

Also mit Aufwand von K=iO^« kann man Q=l2l^ heben, während 
zum Hinabwinden £> = 1,7 kg hinreicht. 

Der Differenz-Flaschenzug ist offenbar keine vorteilhafte Aufzugsmaschine, 
da sein Wirkungsgrad nur 0,4 beträgt. Angenehm sind aber seine Einfachheit 
und die Bequemlichkeit der Handhabung. Beim Einspannen einer schweren 
Achse in eine Drehbank oder beim Versetzen eines schweren Steines ist die 
Selbstsperrung sehr wertvoll. Der ihn handhabende Arbeiter braucht ihn 
nicht vorsichtig festzuhalten, sondern kann seine volle Aufmerksamkeit auf die 
genaue Einstellung der Last richten, indem er durch Ziehen an der einen oder 
anderen Kette die Last bald hebt, bald senkt, wie es erwünscht ist. 

12. Rollwiderstand der Walzen und Räder. Gleichmärsige 

Bewegung der Fuhrwerke. 

Wird eine starre zylindrische Walze auf eine starre wagerechte 
Ebene gelegt, so findet die Berührung längs einer Zylinderseite statt 
(Fig. 331). Das Gewicht Q der Walze wird von 
dem Widerstand N der Ebene aufgehoben, und, 
versetzt man die Walze in eine BoUbewegung, 
wobei die Geschwindigkeit c des Mittelpunktes O 
gleich der Umfangsgeschwindigkeit reo der Dreh- 
bewegung ist, so ist an der Berührungsstelle A 
die Gesamtgeschwindigkeit v = c — r(o==' Null, 
d. h. es findet kein Gleiten statt, und, da die 
sonstigen Kräfte Q und N sich aufheben, so kommt keine Beibung 



Fig. 331. 










Keck, HechsDik I. 
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Zweite Abteilang. A. Gletcfagewicht starrer Körper. 



Fig. 332. 



zar Wirkung. Daher sind die Bedingungen der gleichmäfsigen 
Drehbewegung und der gleichmäfsigen Verschiebung, mithin auch der 
gleichmäfsigen BoUbewegung erfüllt, d. h. es ist bei vollkommener 
Starrheit zur Unterhaltung der BoUbewegung keine weitere Kraft 
erforderlich. 

Bei den wirklichen festen Körpern kann aber der Druck N 
picht von einer Linie aufgenommen werden, sondern er verteilt 
sich auf eine Fläche, indem sowohl die Walze wie die Unterlage 
ihre Form ändern, sich gegenseitig zusammendrücken. Diejenigen 
Teile der Bahn, welche die Walze schon überrollt hat, kehren 
in den meisten Fällen nicht ganz in den früheren Zustand zurück; 
sie sind um ein gewisses Mafs dauernd niedergewalzt. Infolge- 
dessen liegt der vor der Walze befindliche Teil 
der Unterlage höher als der andere; der Druck 
N verteilt sich nicht gleichmäfsig zu beiden 
Seiten der Walzenmitte, vielmehr überwiegt der 
Gegendruck auf der Vorderseite. Dadurch ver- 
schiebt sich dann der Gesamtdruck N uach 
vorn, so dafs er nicht mehr mit Q zusammenfällt, 
sondern mitQ ein Kräftepaar iV-^ bildet (Fig. 332), 
das Moment des Bollwiderstandes. Zur Unterhaltung" der 
gleichmäfsigen BoUbewegung ist daher ein treibendes Moment 

1) 9D? = iVö erforderlich. 

Zur Beurteilung der Verteilung des Druckes N auf die ünterstützungs- 
fläche darf man wohl für die meisten F^Ue die vereinfachende Annahme machen, 
dafs nur die Unterlage eine Formänderung erfahrt, während die Walze ihre 
runde Form hehält. Zuerst werde der Fall be- 
trachtet, dafs der von der Walze niedergedrückte 
Teil der Unterlage sich gar nicht wieder elastisch 
hinter ihr hebt, sondern niedergedrückt verbleibt 
(Fig. 333), wie es bei einem tonigen oder sandigen 
Wege etwa stattfinden wird. Den Gegendruck 
solcher Stoffe pflegt man mit der Eindrücknngstiefe 
y Verhältnisgleich zu nehmen. Ist <p der Gegendruck 
der Längeneinheit der Horizontalprojektion für eine 
Tiefe gleich Eins, so hat er bei der Tiefe y den 
Wert ^y, und es ist dann der Gegendruck einer 
Breite dx: <pydx und der gesamte Druck 

N=iPSydx = <p ' ABG. 
Selbstverständlich geht dann auch -AT durch den Schwerpunkt der Fläche ABC, 




Fig. 333. 




!^-.-Ä--! 



12. Rollwiderstand. 
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IVeil nun AB in den wichtigeren Fällen ein kleiner Bogen ist, so kann er 
annähernd als ein Parabelstück vom Parameter r (== dem Halbmesser des 
Bollkreises) betrachtet werden. Dann wird, wenn h und t die beiden Pro* 
jektionen von AB^ b^ = 2rt, t = b'^:{2r) und 

5)* N=(fi'^lsht = yz<p—, 



daher 5' ^ 



SNr 



Der Abstand e der Kraft N von dem Mittelpunkt ist (S. 155) 

^} e 



3, , ,. 73JV^r 



Fig. 334. 



Ist die Untisrlage aber nicht so vollkommen bildsam oder plastisch, dafs 
jeder erzeugte Eindruck in voller Gröfse bleibt; kann vielmehr ein gewisser 
Grad von Elastizität vorausgesetzt werden, so 
hebt sich die um die Tiefe t^ eingedrückte 
Unterlage hinter der Walze um t^ wieder 
«empor (Fig. 334) und leistet dann entsprechende 
^jegendrücke. 

Dann wird der Druck auf der Vorderseite 

T 

•der auf der Bückseite 



JV, 



h 3 

r 



Terner ist &i^ = 



ZN^r 



v= 



ZN,r 




i*"- &2~>K— V-H 



(P ' ^ ip 

4) Setzt man ftj = w ftj , 

io ist n von dem Grade der Elastizität der Unterlage abhängig. Dann kann 

I 53 

2nan N2 = -^ <p n^ — ^ schreiben. Somit wird der Gesamtdruck 
6 r 



-5) 



«) 



Z^ r 



JV=jy, + J\rj = 4<*^(l+w») und 



\ 



_ /ZI 



Nr 



Die Abstände der Kräfte N-^ und N^ von dem Mittelpunkt betragen 
^j = 3/8 &j ; ^2 = Vs &2 = V« w &, . Für die Mittelkraft N gilt diänh die 
Ikfomentengleichung in Bezug auf ' 

-daher wird, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor '^lz<p\r in allen Gliedern 
fortläfst, : • . 



(1 + n-^) 1 + «» ; 

Für w = entsteht wieder der Wert der Gl. 3. 



18^ 



Kg. 335. 



276 Zweite Abteilung^. A. Gl eicli gewicht starrer Körpar. 

Hiernach ist « in rerwickelter Weise *on <j> und n, d. h. von der 
Besctiafienbeit der Unterlage, oder, weil die Zosammendrücknog in WitUlcbkeit 
eine gegenseitige itt, von den Stoffen der Walze nnd der Unterlage abbüDgig, 
anfeerdem aber auch von der Größe des Dmcliea S nnd von dem Halbmesser 
r des BolllireiHS. Hat man aber e fSr einen Wert von N und r durch 
unmittelbare HeHang oder anf mittelbarem Wege gefanden, so bringt eine- 
Anderang von N oder von r nur geringe Ändemug von « bervor, da ^r schoD 
anf das Achtfache wachsen mafB, wenn e sich verdoppeln solL Daher ziehte 
man eB tot, für eine Gmppe praktisch wichtiger Fälle bei ATittelwerten tod- 
JV and r die ßrölse « einmal zu bestimmen nnd diese Länge e dann Mr 
andere ähnliche Fälle innerhalb gewieaer Grenzen niiveräDdert beiinbebalten. 

Die Ermittelang der GrGlse e kaDn darcb Yersocbe in ähn- 
licher Weise erfolgen, wie man die ReihongazifFer mittels der 
schiefen Ebene (S. 216) feststellt. Giht man der Rollbahn eine 
veränderliche Meignng, oder hat man eine genflgende Anzahl Toa 
Strecken mit verschiedenen Neigungen, 
legt die Walze auf und stellt durch Ver- 
suche denjenigen Neigungswinkel d der 
Bahn fest, bei welchem sich eine gleich- 
mSfsige Rollbewegung der Walze erhält, 
80 läfst sich mittels dieses Rollwinkels d 
die Gröfse e berechnen (Fig. 335). 

Das Gewicht Q der Walze zerlegt 
sich in Qsin»? und Qcoaö. Der Druck N der Bahn geht um e air 
O vorbei. Aufserdem tritt nun noch die Reibung T an der Bahn anf. 
Diese vier Kräfte mOssen den Gleichgewichts bedingnngen genügen, daher 

A'=Qcosd; T=Qm^. 
Die beiden auftretenden Eräftepaare müssen sich anfheben, daher 

Qcosd e = Qiiad r oder e = »- tg ö , 
wofür man wegen der Eleinheit des Winkels ^ auch 
8) e = r& schreiben kann. 

Fflr Walzen und Bahn ans nicht sehr hartem 

Holze ist etwa e =0,ooi", 

bei sehr hartem Holze e = 0,0005"» 

bei Eisenbahnwagenrädern anf Schienen . . . e = 0,0005". 
Danach betrat der Rollwinkel im letzteren Falle, wenn r = 0,5™, 
d = 0,0005 : 0,5 = 0,001 = 1 : 1000, d. h. auf einem Gefölle von- 
1 : 1000 kann eine Eisenbahnwagenachse durch ihr Gewicht gleich- 
mäfsig rollen. 
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Nach den vorstehenden Betrachtungen würde der Bollwiderstand ver- 
schwinden, wenn die zusammendrückbare Fahrbahn sehr elastisch, annähernd 
n = l wäre, indem dann e = Null entsteht. Man könnte glauben, dafs eine 
Kautschukplatte oder auch eine Unterlage von Stahl in solchem Mafse elastisch 
wäre, dafs dafür nahezu n = 1 gesetzt werden müfste. Damit steht nun 
freilich die Erfahrung im Widerspruche, denn bei dem Hollen einer eisernen 
Walze auf einer Eautschukplatte zeigt sich ein ziemlich erheblicher Widerstand, 
•oder es ist eine ziemlich erhebliche Neigung t^ erforderlich, damit ein gleich- 
mäfsiges Bollen auf schiefer Ebene stattfinden kann. 

Diese Erscheinung erklärt sich in folgender Weise. Wenn auch die Bahn 
Ton Kautschuk bezw. von Stahl so elastisch ist, dafs nach einiger Zeit keine 
Spur des Hinüberrollens mehr bemerkt wird, so erfolgt die Rückkehr in die 
ursprüngliche Form niemals sofort, sie erfordert vielmehr immer eine gewisse 
Zeit. Daher wird die Oberfläche der Fahrbahn dicht hinter der Walze immer 
•etwas tiefer liegen als vor derselben und erst später, wenn die Walze sich von 
der Stelle entfernt hat, zur ursprünglichen Höhe zurückkehren. 

Auch ist die Rollbewegung nach Versuchen von Prof. Osbome Reynolds 
im Jahre 1875 (Philosophical transactions, Bd. 166; Zeitschrift des Vereins 
•deutscher Ingenieure 1877, S. 417) stets mit einem Gleiten verbunden. Die 

Strecke 5, welche eine eiserne Walze vom „ ^^^ 

Fiff 336 
Halbmesser r auf einer* Kautschuk platte bei ^' 

«iner Umdrehung zurücklegt, zeigt sich kleiner 
als der Umfangsweg 2 r tt. Mit dem Zusammen- 
drücken der Kautschukplatte ist vor und hinter 
•der Zusammendrückung eine wulstartige Er- 
hebung verbunden (Fig. 336). In der Nähe 
des Punktes Ä wird vielleicht kein Gleiten 
stattfinden, wohl aber zu beiden Seiten; 
aus dem Gleiten entstehen dann Reibungs- 
widerstände T und jT] , die ein Widerstands- 
moment liefern. Hiemach darf auch für elastische Bahnen die Formel 1 (S. 274) 
für den Rollwiderstand beibehalten werden, solange eine bessere nicht ge- 
funden ist. 

Wird eine Last Qi auf Walzen vom Gesamtgewichte Q fort- 
geschoben (Fig. 337), so tritt unten wie oben 
an den Walzen ein Rollwiderstand auf; die '^ 

erforderliche Kraft ist dann 

9) K^{Q,e,+{Q+Q,)e}:{2r); 

denn die Kraft K überträgt sich durch Reibung 

auf die oberen Teile der Walzen und bildet 

mit den unten an den Walzen auftretenden 

Reibungs widerständen ein Kräftepaar vom Hebelarme 2r; e und e, 

43ind die Arme der Rollwiderstände unten bezw. oben. 
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Sind alle in Frage kommenden Teile aus sehr hartem Holz, ist 
Q^ = 1000kg, Q = 50k«, r = 0,1 n», so wird 

1000 • 0,0005 + 10 '^O • Ojoooft _ e V 

0,2 

Hieraus erkennt man die Zweckmäfsigkeit der Walzen zum FortschaiOFen 
schwerer Körper (eiserner oder steinerner Bauteile). 

Bei den Fuhrwerken nun ist die Last des Wagenkastens^ 
mittels Achslager auf die Achsen der Bäder gestützt, und da^ 
der Wagenkasten wohl an der Verschiebung, nicht aber an der 
Drehung der Walze teilnimmt, so findet an den Zapfen vom 
Durchmesser d eine Zapfenreibung statt. Wir wollen zunächst eine^ 
einzige Wagenachse von dem Gewichte Q betrachten 
und an ihr eine Last Qi aufgehängt denken (Fig. 338). ^^^- ^^^• 

(Das Gehänge stellt sich dann wegen des Zapfen- 
reibungsmomentes V2/Q1 d etwas schief.) Der 
Bodendruck beträgt Q + Qi, daher das Moment 
des EoUwiderstandes {Q + Q])e. Die Zugkraft K 
auf wagerechter Ebene veranlafst, dafs der Zapfen- 
druck etwas gröfser wird, doch hat dieser Umstand 
keine Bedeutung. An der Fahrbahn entsteht eine 
Eeibung T, welche mit K das treibende Kräftepaar liefert: es ist 
dann mit B als Sadhalbmesser: 

KR == V2 QJd + (Q + Qi) e, so dafs 

10) K==lä0^äj_i^+Q^ ^^^^ 

JlC 

Diese Formel bleibt auch gültig, wenn die Last des Wagen- 
kastens Qi auf mehrere Achsen vom Gesamtgewichte Q verteilt 
ist. Genauer bedeutet Q das Gewicht der rollenden, Qi dasjenige 
der nur fortschreitenden Teile. Bei gewöhnlichen Strafsenfuhrwerken 
bezieht sich Q nur auf die Bäder, während die Achsen zu Qi ge- 
hören; bei den gewöhnlichen Eisenbahnfuhrwerken dagegen ist die 
Achse mit den Bädern fest verbunden, so dafs Q das Gewicht der 
Achsen und Bäder bedeutet. 

Nach Gl. 10 steht die erforderliche Zugkraft K im umge- 
kehrten Verhältnisse zu dem Badhalbmesser B; zur Verminderung 
von K mufs man daher B so grofs machen, wie die sonstigeE 
Umstände und Bücksichten gestatten. 
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Beispiel: An einem zweiachsigen Eisenbahnwagen wiegen die beiden 
Achsen mit den Bädern Q = 2000^8, die übrigen Teile nebst der Last 
Q^ = 8000 ^ ; der Badhalbmesser sei i2 = 0,5 m , der Zapfendarchmesser 
d = 0,1», die Eeibnngsziffer f= 0,06, die Gröfse e = 0,0005 m, dann ist die 
auf wagerechter gerader Bahn erforderlicbe Zugkraft 

K = ^'^ • °-" • "'' + 10000 . ^ = 48 + 10 = 58 ^, 

0,5 O5 i ■ 

woYon 48i(8r durch Zapfenreibung, 10 kg durch BoUwiderstand erfordert werden. 

Soll das Fuhrwerk gleichmäfsig «ine Steigung unter dem 
Winkel a hinan gezogen werden (Fig. 33Ö), so bleibt der ganze 
Zapfendruck = Q^ , der Normalwider- 
stand N beträgt aber nur (Qi+Q) cos a ; ^^sr- 339. 
doch ist cos a bei allen Bahnen und 
Wegen, die frei (ohne Seil oder Zahn- 
stange) befahren werden, von der Ein- 
heit so wenig verschieden, dafs Zapfen- 
reibung + Rollwiderstand wiederum 

== K gesetzt werden können. Es tritt aber nun doch die schräg 
abwärts gerichtete Seitenkraft der Schwere Q sin a und Qi sin a auf, 
die beide von Ky mit überwunden werden müssen. Daher ist die 
jetzt erforderliche Zugkraft 

11) K,^{Q + Q,)sma + K, 

worin aber a statt sin a geschrieben werden kann. 

Diese Kräfte K und Ky müfsten nach dem bisherigen (Fig. 338) 
eigentlich an den Mittellinien der Achsen angreifen. Bringt nian 
sie aber in beliebiger Höhe an dem Fuhrwerk an, so wird durch 
diese Verschiebung nur die Verteilung der Last Qi auf die beiden 
Achsen etwas geändert, im übrigen bleibt die Wirkung die gleiche. 

Bewegt sich das Fuhrwerk gleichmäfsig abwärts und wird 
auf dasselbe (etwa mittels eines Seiles) 
eine hemmende Kraft K2 ausgeübt, so* ^^^' ^^' 

ist {Q + Qi) OL — K2 die. gesamte 
treibende Kraft P mit dem Sinn ab- 
wärts (Fig. 340). Die Neigung a hat 
einen gewissen Einflufs auf die Ver- 
teilung der Last Qi auf die beiden 

Achsen; davon abgesehen, kann man sich aber die gesamte Kraft 
P in der Achsenmitte angreifend denken. An den Berührungsstellen 
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der Räder mit der Bahn tritt eine g^esamte Beibong T= P auf 
und bildet mit P das Kräftepaar PR zur Überwindung der Wider- 
atandamomente V^ Qi/rf + (^ + Qi) e. und da letztere Summe 
= KR (Gl. 10), so ist 

(q + «,) a - Xj = K, 
oder die erforderliche Hemmkraft 
12) Kz = {Q-¥ Q,) a — K. 

Tür ein gewisses GeföUveThEUtnis ft = a^ reicht (Q + Q]) 'Xq 
gerade Kur Überwindung der Widerstände hin, so dafs die erforder- 
liche Hemmkraft Ä'j = wird. Dieses Gefillle heilst die Gleich- 
gewichtsneigung «0, u. zw. ist 

Zugleich ist dann aber auch 

14) X=(0 + Oi)cto, 

d. b. die auf wagerecbter Ebene erforderliche Zug- 
kraft A' gleich dem Gesamtgewichte (Q + Q^) mal der 
GleichgewichtsneiguDg «g. 

Durch Yorrichtangen zur Messung der Zagkraft oder durch 
Ermittelung, der Gleichgewichtsueigung kann die fQr einen W^en 
erforderliche Zugkraft K ziemlich scharf gemessen werden; von 
den beiden Widerständen aber, die TOn K zu überwinden sind, 
kann man nur die Zapfenreibang einigermafsen befriedigend be- 
rechnen, während der Betrag des Rollwiderstandes bbber our sehr 
unvollkommen berechnet werden kann, wie aus den Bemerkungen auf 
S. 277 ersichtlich ist Man zieht es deshalb vor, nur den Gesamt- 
widerstaiid K durch Versuche eingehender zu prüfen und K in 
ein Verhältnis zu dem Gesamtgewichte Q, + Qi des Fuhrwerkes 
zu bringen, trotzdem nach Gl. 10 der Wert K nicht genau ver- 
hsltnisgleich mit Q + Qi isi Diese Verhältniazahl ist nach Gl. 14 
aber die Gleichgewichtaneigung «o- Mit deren EinfQhrung wird 
dann auf einer Steigung a nach Gl. 11 

15) -Ki = (0 + Oi)(« + ao). 
auf einem Gefälle a nach Gl. 12 die Haltkraft 
IB) Ä3 = (0 + Oi)(a-«o). 

Auf Omnd dieser Vereinfachungen bekommt nun die Gleich- 
gewichtaneigung «0 eine ähnliche Bedeutung, wie sie der Reibungs- 
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Winkel (p bei gleitender Bewegung hat. Da bei Fuhrwerken Oq 
stets ein kleiner Bruch, so ist sin oq = Oq = tg a^ zu setzen, ebenso 
wie bei kleinem Reibungswinkel sin 9? = 9? = tg 9? = / gesetzt 
werden konnte. Die Gleichgewichtsneigung Oq ist zugleich die 
Widerstandsziffer des Fuhrwerkes, welche man nur mit dessen 
Gewicht zu multiplizieren braucht, um den Gesamtwiderstand auf 
wagerechter Bahn zu erhalten. Man braucht daher zur zahlen- 
mäfsigen Berechnung der erforderlichen Zug- oder flaltkräfte K^ 
und K2 auf die rollenden Räder und die damit zusammenhängenden 
Widerstände keine Rücksicht mehr zu nehmen, sondern kann, weil 
diese Widerstände in dem Wert «o stecken, bei gleichmäfsiger 
Bewegung das Fuhrwerk wie einen Schlitten vom Gesamtgewichte 
Q + Qi auf sehr glatter Bahn mit einer Beibungsziffer / = «^ 
betrachten. Die Kraft (Q + Qx) olq ist dann stets entgegengesetzt 
der Bewegung, {Q + Qi) ol stets abwärts anzubringen. 

Beispiel : Für den Eisenbahnwagen anf S. 279 ist JT = 58 , Q + Qi 
= 10 000, daher «o = Ojoo*« = 1 : 172, wofür ntan a^ = 0,oo6 = 1 : 170 
setzen kann. Ein Zog ans 40 derartigen Wagen hat ein Gewicht Q -h Qi 
= 400 000 ^ . Es ist dafür auf wagerechter 
Bahn K = 400 000 . 0,oo6 = 2400 ^ . Auf Fig. 341. 
einer Steigung a = 1 : 800 ist dann die Zug- -^ ^ ^ 

kraft nötig (Fig. 341) -*— ^^^4^^^^^^ ^ 

K^ = 400 000 : 800 + 2400 = 2900 ^e ; 2*«a--«8sfeM^^55^^ 

soll der Zug aber auf derselben Rampe abwärts ^*^* 

fahren, so wirkt 500 abwärts, der Widerstand 

= 2400 ^ aufwärts ; es ist also noch in der Richtung der Bewegung eine 
Zugkraft 2400 — 500 = 1900 kg nötig. — Für a = Oo ist bei der Abwärts- 
bewegung keine bewegende oder hemmende Kraft erforderlich, dagegen ist bei 
der Aufwärtsbewegung K^ = {Q + Q^) a^ + K = 2 Ä", d. h. doppelt so grofs 
wie auf wagerechter Bahn. — Ist a > «q » *• ß- a = 1 : 100 , so wird für Auf- 
wärtsfahrt eine Zugkraft K^ = 400000 : 100 -f 2400 = 6400 kg, für Abwärts- 
fahrt eine Hemm kraft (Gl. 16) K^ = 400000: 100 — 2400 == 1600 tg nötig. 
Diese wird erzeugt, indem man Bremsbacken oder Bremsklötze mit solcher Kraft 
an die Räder prefst, dafs dadurch eine Gesamtreibung an den Umfangen 
der Räder im Betrage von K2 entsteht. Diese wirkt mit dem Widerstands- 
momente JKjJS an den Achsen wie eine vielfach vergröfserte Zapfenreibung und 
erfordert in ähnlicher Weise wie diese (Fig. 338) ein im Sinne der Drehung 
der Achsen wirkendes Kräftepaar K^B, indem an den Stellen der Berührung 
der Räder mit den Schienen eine der Bewegung entgegengesetzt wirkende 
Reibungskraft von der Gröfse K2 hervorgerufen wird, welche nach dem Satze 
von der Bewegung des Schwerpunktes (S. 166) auf die Bewegung des Fuhr- 
werkes im ganzen gerade so einwirkt, als ob sie im Schwerpunkte des 
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Fahrwerkes oder in den Achsmitten oder irgendwo &m oberen Teile des 
Wagenkastens angriffe. 

In ' den bisherigen Betrachtungen und Beispielen sind als Widerstände 
nur Zapfenreibung und Rollwiderstand berücksichtigt. Dies genügt nur für 
Bewegung mit geringer Geschwindigkeit Denn es tritt noch ein Luftwiderstand 
hinzu, der bei langsamer Bewegung des Zuges gering, bei schneller Bewegung 
aber sehr bedeutend ist. Auf diesen Widerstand J^ann hier nicht eingegangen 
werden ; es sei nur erwähnt, dafs bei schnell fahrenden Personenzügen die 
Widerstandsziffer oder Gleichgewichtsneigung «q auf 0,oi steigt, dafs also der 
Gesanitwiderstand bei voller Geschwindigkeit um das Mehrfache gröfser ist wie 
bei langsamer Bewegung. 

Für Strafsenfuhrwerke ist die Ziffer «q erheblich gröfser als für 
Eisenbahnwagen. Einmal sind die Achslager oder Achsbüchsen nicht so yoII- 
kommen; namentlich aber ist die Fahrbahn eine viel weniger regelmäfsige, 
80 dafs der Rollwiderstand ganz bedeutenden Einflufs gewinnt. Auch bei 
diesen Fuhrwerken kann man nur den Gesamtwiderstand durch ocq aus- 
drücken. Für bestes Steinpflaster ist etwa «o = l : 80 , für gewöhnliche Land- 
strafsen oq === 1 : 30 . Soll nun auf Landstrafsen im Flachlande, wo die ge- 
wöhnlichen Fuhrwerke nicht mit Bremsen versehen sind, beim Abwärtsfahren 
ein Zurückhalten des Wagens durch die Pferde nicht nötig sein, so dürfen die 
vorkommenden Gefölle nicht stärker als die Gleichgewichtsneigung ocq sein. 
Für a = Co läuft der Wagen abwärts frei, während die zum Aufwärtsziehen 
erforderliche Kraft doppelt so grofs ist wie auf der Wagerechten. 

13. Die Schraube. 

Die Schraubenspindel kann man betrachten als bestehend aas 
einem zylindrischen Kern, um den die Schraubengänge als nach einer 
Schraubenlinie gestaltete vorspringende Leisten heramgelegt sind. 
Die Schraubengänge bilden mit dem Kern einen festen Körper. Bei 
der flachgängigen Schraube hat der Schraubengang rechteckigen 
Querschnitt, bei der 
scharfgängigen Schraube : . *^" 

ist seine Querschnitts- 
form ein gleichschenk- 
liges (nahezu gleich- ^^-.'^''^ 
seitiges) Dreieck. Die ^^.-'^'^ 
Schraubenmutter ist ein 
fester Körper, der die 
Schraubenspindel mit 
geringem Spielraum umschliefst. 

Wird die Schraubenmutter festgehalten, so kann die Schrauben- 
spindel nur eine sog. Schraubenbewegung ausführen, indem mit der 
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DrehuDg um die Achse der Spindel eine Versehiebang längs der- 
selben verbunden ist. Verfolgt man einen Sohraubengang, an einem 
Punkt A (Fig. 842) beginnend, so weit, bis man bei B eine Stelle 
trifft, die mit A auf einer und derselben Zylinderseite liegt, so ist 
der Abstand AB^h die Ganghöhe der Schraube; dies ist der- 
jenige Weg, um welchen sich die Schraubenspindel während einer 
Umdrehung längs der Achse verschiebt. Befindet sich der Punkt A 
in einem Abstand r von der Achse, so ist die ebene Abwickelung 
der Schraubenlinie von A bis B eine geneigte Gerade mit den 
Projektionen h und 2r;r, mit einem Neigungsverhältnisse . 
1) tg a = A:(2r;r). 

Da nun A d^r für alle Teile der Spindel gleiche Verschiebungsweg längs 
der Achse bei einer Umdrehung 
ist, so werden die Schraubenlinien, ^^^- ^^^• 

auf denen sich die verschiedenen 
Punkte der Spindel bewegen, ver- 
schiedene Ansteigungsmittel a 
haben, u. zw. um so kleiner, je 
gröfser der Abstand r des Punktes 
von der Achse. 

Je nachdem ein Gang oder 
mehrere Gänge sich um den 
Kern der Schraube gleichlaufend 
herumwinden, nennt man die 
Schraube ein- oder mehrgängig. 

Flachgängige Schraube (Fig. 
343). Auf die Spindel wirke eine 
(etwa abwärts gerichtete) Kraft 
Q in der Bichtung der Achse. 
Es soll dasjenige Kräftepaar 
Kl berechnet werden, welches 
die Spindel in gleichmäßiger 
Schraubenbewegung erhält, so 
dafs ihre Verschiebung dem 
Sinne der Kraft Q entgegen- 
gesetzt ist. Die Spindel stützt 
sich auf die Gänge der Schrauben- 
mutter, erfährt von diesen Normal- und Reibungswiderstände, die 




dWsln (a 



284 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Körper. 

sich ZU Gesamtwiderständen zusammensetzen. Die Widerstände ver- 
teilen sich auf die Breite des Schranbenganges, doch machen wir 
die vereinfachende Voraussetzung, dafs sie an dem Halbmesser 
^ = V2 (^1 + ^2) angreifend gedacht werden können. An einem 
Teilchen des Schraubenganges bei A wirkt ein Normaldruck dN, 
der gegen die Achse der Spindel um denselben Winkel a geneigt 
ist, welchen die mittlere Schraubenlinie mit der Querschnittsebene 
der Spindel bildet dN setzt sich mit der Reibung /»c^iV zu rf TT 
zusammen, welches von dN wm den Beibungswinkel q> abweicht, 
daher mit der Achsenrichtung der Schraube den Winkel a -f 9) 
bildet, d W liefert in der Bichtung der Drehachse eine Seitenkraft 
d W cos (a + 9?) , und die Summe aller dieser Seitenkräfte mufs 
der entgegengesetzten Kraft Q gleich sein, weil die Verschiebung 
gleichförmig erfolgen soll (s. A. Bitter, Technische Mechanik). Da 
nun a und (p für die ganze Erstreckung des Schraubenganges 
dieselben Werte haben, so ist 

2) Q = cos{a + (p)2:dW, 

Die wagerechten Seitenkräfte von d TV sind Kräfte d W sin (a + 9^) » 
welche im Grundrisse sämtlich Tangenten an den Kreis vom Halb- 
messer r bilden. In Bezug auf die Achse der Spindel haben sie eine 
Momentensumme r sin (a + (p) l'd TT, welches Widerstandsmoment 
durch das treibende Kräftepaar Kl überwunden werden mufs, also 

3) Kl = r sin (a + q>) ^d W. 

Kl 

Teilt man Gl. 3 durch Gl. 2, so entsteht -^ = y tg (a + 9?) oder 

4) Ä« = Örtg (« + ?)), 

was sich mit tg 9? =/, für die Rechnung bequemer, schreiben läfst: 

5) Ä« = ö^M5±/. 
^ 1— /tga 

Für gleichmäfsige Abwärtsbewegung im Sinne der Kraft Q kehren 

sich die Vorzeichen von (p und/ um: 

Alle Kräftepaare K^l, unter deren Einwirkung die Schrauben- 
spindel im Buhezustande verbleibt, liegen zwischen den Grenzen 
Kl und K^l. 

Für a = 9? ist ^j Z = 0, also Ä'i = 0, d. h. es verhält sich in 
diesem Falle die Spindel ähnlich wie ein Körper, der auf schiefer 
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Ebene unter einem Neigungswinkel a = 9 unter Einwirkung der 
Schwere ohne Kräfte K gleichmäfsig abwärts gleitet (S. 216). Für 
a<Z(p mufs der Körper dureh eine abwärts gerichtete Kraft, die 
Spindel durch ein Moment ( — K^ l) abwärts bewegt werden, da 
die abwärts treibende Kraft der Schwere oder der Last Q geringer 
ist als die Beibungswiderstände. Für a> q> mufs der Körper 
durch eine aufwärts gerichtete Kraft, die Spindel durch das Moment 
K^l an beschleunigter Abwärtsbewegung verhindert werden. 
Im ersteren Falle nennt man das Gewinde „selbstsperrend^ in 
letzterem Falle „nicht selbstsperrend''. 

Da die Kraft Q und das Moment Kl mit den Widerständen 
[d W] im Oleichgewicbte sind und da die Widerstände [d W] nach 
dem Gesetze der Wechselwirkung entgegengesetzt auf die Schrauben- 
mutter wirken, so übertragen sich Q und Kl auf die Schrauben- 
mutter; soll nun letztere nicht in Bewegung geraten, so müssen 
an ihr Widerstände auftreten, welche dem Entgegengesetzten von 
Q und Kl gleichwertig sind. 

Stützt sich die Mutter, ohne weiter festgehalten zu sein, auf 
eine ebene Unterlage AA (siehe Fig. 344), so mufs diese einen der 
Last Q entgegengesetzt gleichen Gesamtwiderstand N leisten, und 
es mufs unter der Wirkung desselben in der Stützebene ein dem 
Momente K-l entgegengesetzt gleiches Beibungsmoment N'fi • /*] 
zustande kommen. Wird der mittlere Badius r^ der Stützfläche 
hinreichend grofs bemessen, so läfst sich die letztere Bedingung 
stets sicher erfüllen. Nötigenfalls kann man das Beibungsmoment 
auch durch kegelförmige Gestaltung der Stützfläche entsprechend 
vergröfsern. 

Soll das Heben der Last Qi bezw. die Axialbewegung der 
Spindel ohne Drehbewegung der letzteren durch Umdrehung der 
Schraubenmutter herbeigeführt werden, so mufs das aufzuwendende 
Kraftmoment auch das Beibungsmoment der Mutter auf ihrer Unter- 
lage mit überwinden. Für die Aufwärtsbewegung mufs daher sein 

und ebenso für die Abwärtsbewegung 

8) ^,,.«.._'l±=£_e/,., = «(.jfc^-/.4 
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worin /^ die etwa von / yerscfaiedene Beibnngsziffer der Sdiranben- 
matter auf ibre Unterlage bedeutet 
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Je nacbdem im Falle der Abwärtsbewegung 



ist,- 



l + tga./>-"'i K/jl + tga/ 

ftllt das iQr die gleiehmäfsige Bewegung aufzuwendende Eraft- 
moment £', Z ^ aus, und ist dementsprecheDd die Schraubenmutter 
auf ihrer Unterlage selbstsperrend oder nicht aelbstaperrend. 
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Yon dieser Beziehnng zwischen dem Steigungswinkel a des Gewindes 
und dem mittleren Kadios r^ der Stützfläche der Schraubenmutter macht man 
mit Vorteil Anwendung in den sog. „ Stützspindeln "*, wie sie z. B. als Sicher- 
heitsorgane bei der Yertikalbewegung von Yerkehrseinrichtungen, Aufzügen, 
Hubbrücken u. s. w. benutzt werden. (Yergl. Fig. 344.) Die Spindel S ist 
mit nicht sperrendem Gewinde versehen und um ihre Achse nicht 
drehbar. Wird der mittlere Radios r^ der Stützfläche AA &o bemessen, daTs 

r, >• -y- T— ^ ^ y. , so findet die Last ö vermittelst der Spindel S und 
A 1 +tga-/^' 

der Schraubenmutter M sicherere Unterstützung. Wird aber die Mutter etwa 

durch den Hebel H und den Stützring B um ein Geringes gehoben, so dafs 

m AA Berührung nicht mehr stattfindet, die Mutter vielmehr zwischen den 

Kogellagem BB und GC drehbar festgehalten ist, so vermindert sich das ■''■/i^ 

Beibnngpmoment zwischen der Mutter und ihrer Unterstützung, so dafs erstere 1^ 

ihre Stützfahigkeit verliert und die nicht drehbare Spindel mit der Last Q in | 

beliebiger Weise auf- und abwärts bewegt werden kann, wobei sich die Mutter 

um die Spindel einmal in einem, einmal im anderen Sinne dreht. Sobald '; 

aber die Mutter, sei es willkürlich, oder in automatischer Abhängigkeit von vi 

den Bewegungen des Gesamtapparates selbsttätig wieder auf die Stützfiäche 

AA herabgelassen wird, steht die Spindel und Last wieder sicher fest. ?" 

Beispiel 1: Bei einer nicht selbstsperrenden Stützspindel sei ^=15cm, 
r=7,6cm^ /•=0,io, /"jzrrOjio. Dauu erfordert die sichere Stützfahigkeit 

Ä IV "^^^ tga — 0,10 ^ 15 ^ 

derselben ^1 = 7^ — •7—7—7 -r — , tga = -T — ^ = 0,«2, 

^ Ojio 1+ tga. 0,10' ^ 2 . 7,6 • ;r ' 

daher r^ = 1 6,0 cm. 

Gibt man der Stützfiäche die Form eines Kegelmantels mit d = 45"^ , 
Bin d = 0,70 , so wird 

. .. '7>» tga — 0,10 , - 

^ 0,10 1 4- tga • 0,10 ' 

Der Wirkungsgrad der flachgäogigen Schraube ergibt sich, 

Qh 
wenn man eine Umdrehung betrachtet, zu ri = ^Jj^ , denn dabei 

wird der Angriffspunkt von Q um h gehoben, die Arbeit des 
Momentes Kl ist aber nach S. 247 gleich dem Momente mal dem 
Drehungswinkel. Da nun h=^rJttga, so wird mit Gl. 4: 

Q\ — Q2r7ttga __ tgg 

^ ^"^ Qr\g(a + (p)2JC^ tg{a+'^y 

Beispiel 2 : Es sei / = 0,i5 . Wählt man nun tg a ebenso grofs, so wird 
, , , . 0,1» + 0,16 j , 0,15 . 0.9775 ^ 

In diesem Fall a = 9 steht die Schraube an der Grenze der Selbst- j 

Sperrung; im .Zusammenhange damit ist ihr Wirkungsgrad annähernd 0,5 i 
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(yergl. S. 242). Bei den meisten Anwendungen der Schraube ist Selbstsperrung 
erwünscht; ist z. B. tg a = 0,o7 , f= 0,i», so wird tg (a + ^) = ' '" 



und ti = 



0,07 • 0,9895 



1 — 0,07 . 0,1» 

=: 0,32 . Der Wirkungsgrad der Schraube ist daher nur 



ein geringer. 

Bei kleinen Werten von f und tg a kann /"tg a gegen 1 vernach- 
lässigt werden, so dafs tg (« + f^) = tg a + f\ dann ergibt sich einfach 

Dies ergibt z. B. 



irz = <2r(tga + /") und y^^ j^l- 



für /•= tga = 0,iö; iy=0 6; 

für f = 0,15 , tg a = 0,07 : r^ = 0,8i8 . 

Scharfgängige Schraube (Fig. 345). Bei dieser ist der Quer- 
schnitt des Scbraubenganges ein gleichschenkliges Dreieck mit dem 
Kantenwinkel 2 i8 = 55 <>• Der 
Übergang von der flachgängigen ^^^- ^^^• 

zur soharfgängigen Schraube 
ist hinsichtlich des Verhält- 
nisses der wirkenden Kräfte 
ungefähr so zu beurteilen wie 
der Übergang von dem Spur- 
zapfen mit ebener Tragfläche 
zu dem kegelförmigen Spur- 
zapfen; es findet auch hier 
ein keilartiges Einpressen der 
Spindel in die (wenn auch nur 
annähernd) trichterförmigen 

Gänge der Schraubenmutter und dadurch eine Vergröfserung der 
Beibungswiderstände statt, die man am einfachsten berficksichtigt, 
indem man /, wo es in den Gleichungen der flachgängigen Schraube 
vorkommt, mit / : sin <5 oder mit /:cos ß vertauscht. Denn d 
(der halbe Keilnutenwinkel) ist die Neigung der Kante des Ge- 
windequerschnittes gegen die Achse, mithin d = 90^ — ß. Behufs 
kürzester Schreibweise kann man auch den Beibungswinkel q> mit 
dem Winkel ip vertauschen, wenn 

tg y; = tg 9? : cos ^ =/ : cos ß =/sec ß 
(vergl. S. 221). Dann wird für die scharfgängige Schraube 




8) 



9) 



KJ = Qrtgioi — y)) = Qr . ' ^ px « 



1 +/sec)Stga 
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10) 



Selbstsperrang tritt jetzt ein für tg a ^ tgv^ =/: cos^S. 



tg(a + V) tga-l-/seci8 
Diese Gleichungen sind die allgemeineren; mit co3i8 = seci8= 1 
entstehen daraus wieder Ol. 5, 6 und 7 für flachgängige Schrauben. 



Beispiel 3 : Für r = 0,oi6 m j h = 0,oo3 m ; tg a 



0)003 



= 0,082; 



2 • 0,016 • 7C 

f = 0,16 ; cos ß = cos 277« ^ = 0,887 ; f Bec ß == 0,i7 und Z = 0,4 m wird 

Kl = 0,008 046 C* Ä" = 0,0075 Q; Kj = — 0,0020 Q', Kl = — 0,006 Q\ Jj:=: 0,16 . 

Die vorstehenden Gleichungen f&r die scharfgängige Schraabe sind zor 
zahlenmäfsigen Berechnung völlig ausreichend, können aber in wissenschaftlicher 
Beziehung nur als Annäherungen gelten, denn der Übergang von der flach- 
gängigen Schraube zur scharfgängigen, wie er auf S. 288 behandelt wurde, 
ist nicht ganz zutreffend, da das Gewinde der scharfgängigen Schraube nicht 
als ein Kegel angesehen werden darf. Wir fügen daher noch folgende 
schärfere Behandlung des Falles nach, wobei wir der Notiz von Zierold über 
die Ableitung des Verhältnisses zwischen Kraft und Last bei der Schraube 
mit scharfem Gewinde (Civilingenieur 1894, S. 155) folgen. 

A sei (Fig. 346) ein Funkt der 
mittleren Schraubenlinie vom Halb- ^^S' ^46. 

messer r. Durch ein Bogenteilchen 
dieser Schraubenlinie legen wir eine 
Ebene JE7, welche den Zylinder vom 
Halbmesser r bei A berührt. Durch 
dasselbe Bogenteilchen legen wir 
eine Berührungsebene Ei an die 
gedrückte Schraubenfläche. Becht- 
winklig zu ihr steht der Normaldruck 
d N-, die Reibung f- d N'ist tangential 
zur mittleren Schraubenlinie; der 
Gesamtwiderstand d W aus d N und f-dN liegt in einer Ebene jK^ , welche 
auf El rechtwinklig steht, weil sie durch d N geht und d N winkelrecht zu Ei 
ist. Eine durch A gelegte Parallele zur Schraubenachse werde mit z be- 
zeichnet, die Richtung der Kraft f-dN als Tangente 
an die Schraubenlinie mit t . Femer legen wir durch A 
eine Gerade o?; welche in der Ebene E liegt, ü. zw. 
rechtwinklig zu z. Die Richtung von dW heifse w. 
Dann bilden «?, x und t eine körperliche Ecke, und es 
entsteht, wenn man um A eine Kugelfläche beschreibt, 
das Kugeldreieck BCD (Fig. 347). Darin ist die Seite 
5 (7 = 90 — ^ , weil dW YQU f-dN um diesen Winkel 
abweicht, die Seite J?2> =?= a, dem Neigungswinkel der 
mittleren Schraubenlinie. Die Seite CD zwischen w und x werde i?, der 





Keck, Mechanik I. 



19 




290 Zweite Abteilang. A. Gleichgewicht starrer Körper. 

Winkel bei B an der Kante t aber /* genannt; dies ist der Winkel zwischen 
den Ebenen E and E2 . Für das Kageldreieck gilt dann nach dem Cosinas- 
Satze, weil ^ und y^ einander gegenüber liegen: 

cos tJ» = cos a cos (90° — ^) 4- sin a sin (90® — ^) cos y 

1 1) oder cos t? = cos a sin ^ + sin a cos f cos ;'. 

Die Geraden z, t and w bilden eine räumliche Ecke, der das Kugel- 
dreieck BCE entspricht. Der Bogen BE fällt mit BD teilweise zusammen, 
da *, a? und z in der Ebene E liegen. In BCE ist wieder 50=90° — ^, 
B-K=90* + a (denn x und z bilden miteinander einen rechten Winkel, 
X und t den Winkel a). Die Seite GE zwischen w und z werde k genannt. 
In BCE liegen sich y und X gegenüber, daher ist 

cos X = cos (90 + a) cos (90° — <p) + sin (90° + a) sin (90° ■- ^) cos y 

12) oder cos X= — sin a sin 9? -j- cos a cos 9? cos y. 

Da d TT mit x und ^f die Winkel ^ bezw. /i einschliefst, so wird, entsprechend 
den Gl. 2 und 3, S. 284 : 

Q = no^XIdW^ 

Kl = r(^o%d'SdW und 

-rri y^ cos t? ^ cos a sin <p 4- sin a COS c» cos y 

XZ= Qr r^ = Qr- : 7^ i ^— , 

cos X — sm a sin ^ + cos a cos f> cos 7^ 

oder, wenn man Zähler und Nenner durch cos oc cos <p teilt : 

13) Kl = Qr f+'e-^^r ^^, tga+/-secr 
'' ^ —/^tga + cos;' l—^sec^'tga 

Es mufs nun noch sec y ermittelt, bezw. gezeigt werden, dafs sec y sehr 
annähernd = sec ß ist, wodurch Gl. 13 in Gl. 8 übergehen würde. 

Die drei Ebenen E, E\ und E., gehen sämtlich durch t. E^ ist recht- 
winklig zu E^} da nun der Winkel zwischen E und E^ y ist, so schliefsen 
deren Normalen n^ und n.^ ebenfalls diesen Winkel ein, und 
weil El und E2 zueinander winkelrecht, so sind es auch 
deren Normalen % und n^ . Da die drei Ebenen durch die 
Tangente t gehen, so stehen die drei Normalen n, n^ und /i., 
(Fig. 348) sämtlich rechtwinklig zur Tangente t, und 
zwischen den Normalen n und riy findet sich der Winkel 
90° — y, so dafs die Ebenen E und E^ ebenfalls den 
Winkel 90° — y miteinander bilden. 

Nennt man g die durch A gelegte Erzeugende der n.y 

Schraubenfläche, welche mit z den Winkel 90 ° — ß ein- 
schliefst, so bilden ^, t und z eine Ecke entsprechend dem Kugeldreieck FGH 
(Fig. 349). FH liegt in der Ebene E durch ^f und *, GH in einer Ebene 
durch die Schraubenachse, welche zu E rechtwinklig, weshalb der Winkel 
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Fig. 349. 



"bei H (an der Kante z) ein Rechter, t ist gegen z um FH= 90° — a, g gegen 
j?, wie oben schon gesagt, um GH=90^ — ß ge- 
neigt; nennt man noch die Seite FG = yjy so gibt 
'der Sinus-Satz: 

sin(90Q~r) ^ 8in(900-/g) ^^^^ 
sin 90 ° sin ly 

liN COS/5 - sin 17 

14) cos 7^ = — ; — und sec ;' = 



am 7) 



cosy?' 



-der Cosinus-Satz: 




15) 



16) 



cos iy = cos (900 — ß) cos (90® — a) +8in (90® — ß) sin (90^ — a) cos 90° 

oder cos ly = sin /9 sin a 

und 8m7j = Y^\ — sin^ ß sin^ a , mithin wegen öl. 14 

„ 1 — sin2/ffsin*a «^ i. 2 ^ • « 

sec^ y = f^ = sec^ ß — tg^ß sm* a 

cos*p 

= 1 + tg2/9 — tg2/9 sin« a = 1 + tgV cos« a 

= cos» a (sec« a -f tgV) = cos« a (1 + tg^ a + tg«/9). 

Hiermit wird (Gl. 13) 

Kl:^Qr ^^ « +/'co8 g / 1 -f tg«a + tg«y9 



1 —/"sin a /" 1 _^ tgi a + tg2/J 

Bei den meist kleinen Ansteignngswinkeln a ist nun aber der Winkel 17 

zwischen g und t (Fig. 349) nur wenig von einem Rechten verschieden, daher sin r^ 

fast = l und deshalb (GL 14) sec y nur wenig kleiner als sec /?, oder, mit anderen 

Worten, es ist wegen der Kleinheit von a annähernd cos a = 1, sin a = tg a und 

l + tg2a + tgV==l+tg«A = sec«^, 
-womit Gl. 16 in Gl. 8 übergeht. 

Für das Beispiel auf S. 289 wird nach Gl. 16 Kl = 0,oo803 Q (gegen 
0,003046 Q nach Gl. 8). Der Unterschied ist daher sehr gering. Es ist hier- 
nach durchaus zu empfehlen, bei kleinen Winkeln a stets GL 8—10 anzuwenden. 

Die Reibungswiderstände sind (nach S. 288) bei scharfgängigen 



Fig. 350. 



^j: 



Schrauben gröfser als bei 
tiachgängigen. Soll daher eine 
Schraube zur Bewegungsüber- 
iragung (als einfache Maschine) 
-dienen, so wählt man gewöhn- 
lich eine flachgängige Schraube, 
während die scharfgängige 
Schraube als Befestigungs- 
mittel den Vorzug verdient, 
weil in diesem Falle die grofsen 
Reibungswiderstände gerade 

4ie Sicherheit gegen unerwünschte Lösung der Befestigung bilden. 

19» 
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Soll darch Drehung der Schraubenmutter mittels des Schrauben- 
schlüssels eine Platte mit einer Kraft Q gegen eine Wand geprefst 
werden, so ist aufser den ßeibungs widerständen im Gewinde noch 
ein Beibungswiderstand zwischen Schraubenmutter und Platte zu 
überwinden [vergl. auch S. 286] (Fig. 350). Dieser möge an einem 
Kreise vom Halbmesser r^ angreifen, dann ist das ganze erforderliche 
Kraftmoment 

tg a + fsec ß 



Kl^Qr 



1 — /sec^Stg a 



+ en/i. 



Beispiel 4: Es sei wiederum, wie S. 289, r = 0,oi5 »; ä = 0,oo8 »; 
tga = 0,082; /* = 0,i6; COS /9 = 0,887 ; /" sec /9 = 0,i7 ; ^ = 0,4«; ri = 0,Mm;. 
/, =0,15; 0=1000 kg; dann wird 

Kl = 0,008 . 1000 + 0,16 . 0,02 1000 = 3 + 3 = e^^V, mithin K= 15kg, 

Zum Lösen ist erforderlich -^ K^l = 0,oo2 • 1000 + 0,oo8 • 1000 = 5 mkg, 
— Xj = 12,5 kg; ohne Eeihung wäre Kq = 0,oi6 • 1000 • 0,o82 : 0,4 = 1,» kg^ 
mithin ist Z" = 12,6 Kq infolge der bedeutenden Reibung. 

Beispiel 5: Sehraubeiipresse (Fig. 351). An den oberen Griffen wirke da» 
Kräftepaar Kl zur Hervorbringung des Druckes Q der flachgängigen Spindel 
gegen die Prefsplatte. Dann entsteht an 
dem Zapfen, mittels dessen sich die Spindel 
auf die Prefsplatte setzt, noch ein Reibungs- 
moment, welches wegen geringer Abrundung q 
der Druckfläch^ (nach S. 253, Gl. 7) zu 
V2 Qfri angenommen werden möge, wenn r^ 
der Zapfenhalbmesser. Daher wird 

Kl = Q{rtgia + ^) + y2fr^}. 

Für l = 0,4 n» ; r = 0,04 m ; tg a =: 0,o7 
/ = 0,16 ; r^ = 0,03 m erhält man 



Fig. 351. 

y 1 J 



I 



tg(a + i^) = l^-yi^-=0,22 und 

K'0,* = Q^ 0,04 . 0,22 + V2 0,16 . 0,08 } 



0,028 Q . 




Q 



ü 



/ 



■:i 



4Q 



'^D 



td 



!<-— h 4X 
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Ä^. 0,4 = 0,01110; K- 

Ohne Reibung wäre 

.Ko'0,^ = Qrtg a; Zo = 0,oo7 Q. 

Der Wirkungsgrad ist darnach Kq:K= ^/a. 
Hierbei ist noch ein kleiner Widerstand unbe- 
rücksichtigt geblieben. Das Zapfenreibungs- 
moment ^ = yifQr^ druckt nämlich die 

Platte gegen die Fiihrungssäulen mit den Kräften X^=Wtib', daraus entsteht 
an jeder Säule ein Reibungswiderstand fX, der sich dem Abwärtsgleiten der 
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Prefsplatte entgegensetzt. Mithin ist der Druck D der Platte auf den zu 
pressenden Körper nicht genau = Q, sondern 

D=e-2fx=e(i-2f.^)=e(i-^)=c (1^0,0017) 

i^r & = 0,4 n . Der Unterschied zwischen D und Q ist hiemach ohne Bedeutung. 

Die Kraftverhältnisse der Schraube sind unabhängig von der 
Anzahl der Gewindgänge, längs deren Spindel und Schraubenmutter 
sich berühren. In der Anwendung freilich ist die Berührung längs 
mehrerer Schraubengänge notwendig, weil sonst wegen des vor- 
handenen Spielraumes die Sicherheit des Eingriffes leidet, u. TT. auch 
der Druck auf die Flächeneinheit zu grofs werden würde. 

Sehlafsbenerkniig ttber die Reibiug. Ist die Beibung bei Maschinen 
«in erhebliches Bewegungshindernis, dessen Überwindung viel Kosten verursacht, 
so ist ihr Nutzen doch im gewöhnlichen Leben und in der Technik ein sehr 
erheblicher. Welche Erleichterung ein grofser Eeibungswiderstand beim Gehen 
bietet, erkennt man beim Schreiten auf glattem Eise; ein grofser Teil der 
Befestigungen im Bau- und Maschinenwesen (durch Nägel, Eeile, Schrauben) 
beruht auf der Beibung; die Seilreibung wird beim Hinablassen schwerer Lasten 
und beim Biemenbetriebe verwertet, mittels der Beibung der Triebräder auf 
den Schienen setzt die Lokomotive den Zug in Bewegung; mit Hülfe der 
Beibung bringen wir den Zug oder ein Strafsenfuhrwerk wieder zum Stillstande. 

Die mechanische Arbeit, welche zur Überwindung von Beibnngswider- 
ständen dient, mithin keine sichtbare Geschwindigkeitsz anahme der bewegten 
Körper, d.h. keine Zunahme ihres äufseren Arbeitsvermögens hervorbringt, 
geht aber keineswegs spurlos verloren; vielmehr setzt sie sich nach den Lehren 
der Physik in inneres Arbeitsvermögen, in Wärme, um. Gleichwohl ist man 
berechtigt, von einem Arbeits Verluste durch Reibung zu sprechen, weil die 
beim Gleiten entstehende Wärme dem Zweck einer Maschine gewöhnlich nicht 
forderlich ist, vielmehr häufig besondere Mittel zu ihrer Ableitung und Ver- 
teilung nötig macht. 
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n. B. Beschlemiigte Bewegung stairer Körper. 



1. Gröfse des Arbeitsvermögens eines KSrpers bei einer 
Verschiebung bezw. einer Drehung um eine feste Achse. 

Soll ein Körper Ton der Masse M eine reine Verachiebang 
erfahren, d. h. sollen seine sämtlichen Punkte in einem Augenblick 
Qbereinsti mutende Geachirindigkeiten v und Beschleunigungen p 
haben, so mufs nach S. 164/65 die Mittelkraft R aller äulseren Kräfte 
K durch den Schwerpunkt gehen. Die Beschleunigung des Schwer- 
punktes, also auch sämtlicher Punkte des Körpers ist dann 

Will man den Satz der Arbeit auf starre Körper anwenden, 
80 ist zu bemerken, dafe nach S. 168 die inneren Kräfte eines 

starren Körpers keine Arbeit verrichten, dafa 2'-^^ ^ ~9~ =^*> 

gleich der Arbeit der änfseren Kräfte K isi 

Es kommt nun darauf an, den noch unbestimmten, allgemeinen 
Ausdruck für das Arbeitsvermögen eines Körpers -^—3- für die 
einfachen Bewegungsarten in eine bestimmtere Form zu bringen. 

Bei einer Verschiebung ist in einem A ugenblicke die 
Geschwindigkeit v allen Massenpunkten gemeinsam, daher 

— = —m^ + y m^ + ... + y ?«„ — g . 
und der Satz der Arbeit laatet: 
^} 2 2 *■ 
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Dreht sich der Körper (Fig. 352) aber um eine feste Achse O 
(rechtwinklig zur Bildebene), so ist die augenblickliche Winkel- 
geschwindigkeit a> allen seinen Punkten ge- 
meinsam, die Geschwindigkeit eines Punktes 
im Abstände q von der Achse beträgt v=»Q(ü, 



Fig. 352. 



Daher wird 2* 



mv 



(i)' 



=^ — 2mQ\ Der Aus- 



druck l'rnQ^ der nur von der Massenver- 
teilung des Körpers in Bezug auf die Achse 
abhängt, helfet nach L. Euler (1707—1783) 
das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die Achse O 
und wird mit J (von inertia) bezeichnet. Daher 




3) 



J = 2{ni Q'^) und 

-^ — ^ = -^ J » sowie 



4) 



a>2 Cüi2 



«i 



wenn co^ die anföngliche Winkelgeschwindigkeit ist. Die Bezeichnung 
Trägheitsmoment ist ganz treffend, da diese Gröfse den Einflufs der 
tragen Masse eines Körpers bei der Drehung um eine Achse angibt. 
In gleicher Weise wie S. 145 u. ff. die statischen Momente 
verschiedener Körper und ebener Flächen ermittelt wurden, soll dies 
nun auch bezüglich der Trägheitsmomente geschehen. 



Fig. 353. 



2. Trägheitsmomente. 

Das Trägheitsmoment J wird für solche Körper am einfachsten, 
deren Massenteilchen sämtlich in gleicher 
Entfernung r von der Achse sich befinden. Dies 
findet statt bei einem Binge von sehr geringer 
Wandstärke (Fig. 353). Es ist dann 

Für die weitere Anwendung ist es häufig vor- 
teilhaft, das Trägheitsmoment eines Körpers 
in Bezug auf eine Achse gleich zu setzen dem 
Trägheitsmoment eines dünnen Ringes von einem Halbmesser r. 
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Nennt man die Masse des gedachten Ringes /i, so mafs 

1) e7=/^r2 

sein. Ist J berechnet, r angenommen, so ist dann aach fx bestimmt. 
Man nennt /jl die auf den Abstand r bezogene Masse des 
Körpers. Bei gegebenem co ist dann das Arbeitsvermögen dieses 
Binges von der Masse jul ebenso grofs wie dasjenige des gegebenen 
Körpers. In Gl. 1 kann von den Oröfsen fi und r eine gewählt 
werden. Setzt man ix=^ M.^ d. h. gleich der wahren Masse des 
Körpers, und den zugehörigen Abstand r = t , so wird 

2) J^Mi^, 

und man nennt i den Trägheitsarm oder Trägheitshalbmesser des 
Körpers für die Achse O. Denkt man sich die wahre Masse M 
des Körpers in dem Abstand i von der Achse zu einem Bing 
oder einem Punkte vereinigt, so hat dies Gebilde das gleiche 
Trägheitsmoment mit dem Körper. 

Das statische Moment Mxq = l'ma: bezieht sich auf eine 
Achse oder eine Ebene. Verschiebt sich die Ebene um eine Gröfse e , 
so geht der Schwerpunktsabstand o^q über in ^cq ± e, mithin ändert 
sich das statische Moment um zizMe. Das Trägheitsmoment 
bezieht sich auf eine Achse. Vertauscht man 
die gegebene Achse aber mit einer Parallel- ■^^^- ^^^• 

achse im Abstand e^ so läfst sich zwischen 
den Trägheitsmomenten in Bezug auf die 
beiden Parallelachsen auch eine ähnlich 
einfache Beziehung aufstellen, wenn die 
eine Achse durch den Schwerpunkt des 
Körpers geht. 

Die Schwerpunktsachse S stehe recht- 
winklig zur Bildebene (Fig. 354), ebenso eine Achse durch O. Die 
entsprechenden Trägheitsmomente seien Js bezw. Jq. Dann ist 
Js = l'mr^, Jq = SmQ'^, Weil nun ß^ = (^ + os^ + 3/2 ^"^ 
r^ = x^ + y^, so wird q^ =■ e^ + 2ea) + r^, mithin Jq = Zme^ 
+ ^2mex + Zmr'^ oder Jq = Me^ + 2elmx + Js. Weil aber 
der Abstand x von einer durch den Schwerpunkt S gehenden 
Ebene gemessen ist, so wird (nach S. 147) 2^mx = 0, also 

3) Jq^Js+ MeK 
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Das Trägheitsmoment in Bezug auf eine beliebige Achse ist gleich 
dem Trägheitsmoment in Bezag auf die parallele Schwerpunktsachse 
plus der Masse mal dem Quadrate der Entfernung beider Achsen. 
Sämtliche Parallelachsen O, O^ . . . in demselben Abstand 
e von S liefern gleiches Trägheitsmoment. Von allen Parallel- 
achsen liefert die durch den Schwerpunkt gehende das kleinste 
Trägheitsmoment. 

Trägheitsmoment der materiellen geraden Linie. Ein gerader 
Stab von der Länge 8 und dem Querschnitt F sei an einem Ende 
A an der als Drehachse dienenden x- 
Achse befestigt, während das andere Ende ^^^- ^^^• 

B durch eine masselose Stange }> mit der ^, 

Achse verbunden sei (Fig. 355). Ein ^.^^^^^'''x 

Massenteilchen m ist dann nach S. 33 ^ ^^^^^^^^j«^'''''^ \ 

=== — F'ä8 und liefert zum Trägheits- 

moment J den Beitrag dJ = — F-ds-y^; es ist aber ds:s = dy:h^ 

*/ 

mitmn J = — -r-\y dy = jr-, 

y 

oder, weil die Masse des Stabes M ^ — Fs: 

9 

4) J= 73 Jf62. 

Setzt man dies = /ifc^, so ist die auf dem Endpunkt B oder auf 
den Abstand h bezogene Masse des Stabes 

5) fi= Va M, ^^' ^^^' 

während der Trägheitshalbmesser 



6) 



i=]A5=^ = 0,577 i. 



"T 



wird. Dieses Drittel der Masse des Stabes, im Punkte _ 
B angebracht, oder die ganze Masse des Stabes zu 
einem Punkt im Abstände 0,577 6 von der Achse verdichtet, liefern 
dasselbe J wie der Stab. 

Für a = 900 (Fig. 356) gelten dieselben Werte; nur ist h 
hier gleich der Länge s des Stabes. 




Fig. 357. 
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Trägheitsmoment einer maienellen ebenen FlXche (Scheibe). 
Trägheitsmomente in Bezug anf Achsen OX and F in der Ebene 
der Figur (Fig. 357) nennen wir Darchmesser-Trllghflitsmoniente J, 
und Jy . Es iat J, = Xmy^, J", = Imx^, 
ihre Summe ./, + J), = ^m (j;* + y^) 
= 2';(if)2. letzterer Wert ist aber das 
Trägheitsmoment J^ in Bezug anf die Achse 
rechtwinklig zur Flftche nnd beifst daa 
polare Trägheitsmomenl'. 
7) J^=^Jy^J^, 

Es ist in Bezug anf einen Pol das 
polare Trägbeitsmoment einer ebenen Fläche gleich 
der Summe der beiden Durchmesser-Trägheitsmomente 
in Bezug auf zwei rechtwinklig zueinander stehende, 
durch den Fol gelegte Durchmesser. Eüoe gemein- 
schaftliche Drehung der Durchmesser um O ändert diese Summe 
nicht, weil J^ dadurch nicht beeinflufst wird. 

TrügheilBmoment einer materielleD Kreisfläche. Um das polare 
Trägheitsmoment in Bezug auf den Mittelpunkt (Fig. 358) zu 
erhalten, nehmen wir einen Eing von dem Halbmesser Q und der Dicke 
dQ heraus. Dieser liefert, wenn ö die Dicke der Scheibe, den Beitrag 




</J,j ■- 



gn-dQ-Q^, daher ist 



Fig. 358. 



8} 



-ö-2jr e'rfö = 



Jt = 



2 




/x = i/a ^f (bezogen auf r) , i = r ]^"i/^ = 0,707 r 

Da sämtliche Durchmesser = Trägheitsmomente des Kreises 
gleichwertig sind, so wird hier J„ = J^, mithin ,/i + ^"„ = 2 Jj, = /o, 

oder 

4 



J, = Jy = 



9 



TrHgheitsmoment einer mat. Rechteckfläche. Das TrE^heits- 
moment des Bechtecks von der Breite rf, der Höbe A (Fig. 359) in 
Bezug auf oiae Kante AB = d läfst sich unmittelbar aus dem eines 
Stabes ableiten. Teilt man das Rechteck in lauter gleiche Streifen 
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von der Hölie h, so ist, nach Gleichung 5, die auf den Abstand k 
bezogene Masse jedes Streifens V^ ^^^ wahren Masse. Das gleiche 
Verhältnis gilt dann auch fQr das ganze Rechteck, p|g 359 
und es ist in Bezug auf AB: 



s 



V 



!*■ d 



ßA 



9 

Eine zu ^^ parallele Achse durch den Schwer- 
punkt S hat von AB den Abstand e =^ ^/2h^ x 
mithin ist 

\& g 

Für das Trägheitsmoment in Bezug auf eine Schwerpunkts- 
achse, parallel mit h würde ebenso ^/nMdfl entstehen, mithin für 
das polare Trägheitsmoment Jq = V12 M {iP + A^) = V12 MD*^^ 
wenn D die Diagonale bedeutet. 

TrägheitsmomeDt einer mat. Dreieckfläche von der Grundlinie d^ 

der Höhe h (Fig. 360). Zum Trägheitsmomente J» in Bezug auf 

eine Achse CX II d liefert ein Streifen x • dy den 

y y ö • d 

Beitrag dJ=—ö'X'dy'y^^- — — y^dy (wegen 

9 9 f^ 

X : d^==y :h), daher ist 



^—O : — 



Mh^ 




ff ^ }i 

darin bezeichnet d die Dicke der Platte. In Bezug auf eine 
Schwerpunktsachse \\d ist wegen des Abstandes e=^yzh: 

Mh^ y .d^h^ 



11) Js = J^ — Mi-h^ = Mhm- — ~]== ^^ = ^d 



9" ^*" V2 9 

TrftgheitsmoMent eines mat. Trapezes. In 

Bezog auf eine Achse in der Mitte der Höhe 

(Fig. 361) ist das Trägheitsmoment J^ offenhar 

ebenso grofs wie dasjenige des gestrichelten 

fläch engleichen Kechtecks, da die von unten nach 

oben verdrehten Dreiecke in beiden Lagen die 

M 
gleichen Beiträge liefern; es ist also J^=z — hK 

1 /i 



18 



9 



36 



Fig. 361. 




ha — h 



Der Schwerpunkt liegt, wie man au- Gl. 8, S. 150, leicht findet, um e = -^ — -r—r 
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unterhalb der Mitte, daher ist in Bezug auf die wagerechte Schwerpunktsachse 
^ Mh* Mh^ (a — &)« 



'S 



12 



Dies läfst sich zusammenziehen zu 



12) 



36 (a + &)«• 

'^^~ 18 V^ {a + byl' 



in welcher Formel selbstverstäudlich diejenigen für Bechteck und Dreieck als 
Sonderfalle enthalten sind. 

Trägheitsmoment eines Zylinders überall gleicher Dichte, von 
der Länge l, bezogen auf seine geometrische Achse. Der Zylinder 
läfst sich in lauter Scheiben von gleicher Dicke zerlegen, die 
'Sämtlich gleich viel zur Masse sowie zum Trägheitsmomente bei- 
tragen. Daher mufs gelten wie für die mat. Kreisfläche (Gl. 8) 



13) 



Jq = M-^ = — —zr- l und u ^ ^liM, 
2 g 2 



Für einen Bing von den Halbmessern r und B, der Länge l 
ist Jq der Unterschied der Trägheitsmomente der Zylinder der 
Halbmesser B und r, d. h. 

j^= -^ ^. (ä4 — r*) U und weil 
9 2 

9 

14) Jo = V2i/(i22 + r2). 

Trägheitsmoment eines Kegels in Bezug auf seine geometrische 
Achse (Fig. 362). Zerlegt man einen Umdrehungskörper in 
Scheiben, rechtwinklig zur Drehachse, vom 
Halbmesser y und der Dicke doc^ so liefert ^^^ ^^*-' 

eine solche Scheibe zum Trägheitsmomente den 
Beitrag (Gl. 8) 



dJ=^ — -^y^ dx^ 

9 ^ 



so dafs 



15) 



=ffi^'^ 



X 




Diese Formel gilt für alle Umdrehungskörper. Die Beziehung 
zwischen y und x richtet sich nach der besonderen Art der 
Meridianlinie. 
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Beim Eegel iot y:h = x:a, daher 

g 2 a*Jo g 10 

mithin, weil M. — —n-^: 



16) 



'10 



J/M; 



= 6KO,3=0,5436, 



Fig. 363. 



uDd, aaf den Abstand h bezogen: 

M = 0,3 M. 
Fflr ein ümdrehungsparaboloid wird mit y^ => "ifx 

17) J=V3 3f6'; i = 0,577 fc; /t^^sM. 

TrKstaeitsmoment d«r Halbkngrl (Fig. 363). Es bt j/^ == r^ — 

daher (Gl. 15) J=^^^C(r*- 

2 y 
oder, weil M = -^—r^n: 

Off 

18) . J=0,iMr^; i = rfO,i = 0.mr 
und, auf den Abstand r bezogen: 

19) ß = 0,tM. 
Für die ganze Kugel ist sowohl J wie Jf doppelt 
ao grols, daher gelten die gleichen Yerhältniszahlen. 

deometriscbe TrHgheitsmomente. Setzt man in den Ausdrücken 
der Trägheitsmomente für ebene Flächen die Masse der Flächen- 
einheit — Ö = 1 und in denen für Körper die Masse der Körper- 
ff 

einheit — = 1, so erhält man für die Trägheitsmomente Ausdrücke, 

ff 
die nur von der geometrischen Form der Flächen bezw. Körper 
abhängen. Für die Massen treten dann die Flächen F bezw. Eörper- 
inbalte V an die Stelle. Diese Werte der Trägheitsmomente nennt 
man geometrische Trägheitsmomente. Die Werte sind: 
Für die Kreisfläche Jf,= ^iFr'^^ >/ir*3i; 

20) J, = ^/4Fr^=yir*K. 

Für das Bechteck in Bezug auf eine Mittelachse 

21) y=Vi2rfA^=7i2-FA-. 
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Für daa Dreieck in Bezug anf die Schwerpanktsachse 
22) J"='/36rf-A3='/is/'A2. 

Fflr das Trapez io Bezog auf die Schwerpunktsacbse 

Für den Zjlinder 

24) y= VaFr2 ='/!»■* Ji^ n. a. w. 

Das geotnetriscbe Trägheitsmoment einer Fläche ist wegen der 
Form Fi^ rom vierten Grade, das eines Körpers wegen der Form Fi' 
vom fünften Grade. 

4jeometri3ches Trägheitsmoment eioes riDgfSnnigen Um- 
drehungskJJrpers. Ein Teilchen rfF der Meridian-Figur (Fig. 364) 
liefert zum geometrischen Trag- „. ,„. 

beitsmoTneDt J in Bezug auf die 
geometrische Achse den Beitrag 

= 2jj:.r^dF, daher ist 

25) J=27tSx^dF. 
Legt man dnrcb den Schwerpunkt der Meridianfigur eine 

Achse, parallel der Dmdrebungsachse, und hat dF \oa dieser Achse 

den Abstand u, so ist 

mithin, weil Xf, fQr die Integration unveränderlich; 

J- 2.T{V-f + Zwf,UdF-u + ZxoSdFu''^SdFu^}. 
Nach dem Satze von Ouldin (S, 158) ist aber der Bauminbalt des 
EfirperM V=2jixc,F\ ferner .fdJ'-n = (nach S. 147); endlich 
_i'dF-H- das geometrische Trägheitsmoment der Meridianfignr in 
Bezug anf die zur ümdrehungsachse parallele Achse durch ihren 
Schwerpunkt; dieses werde 3 genannt, «o dafs 
2tj) J= Vxü'^ + &7txa^ + 2;rJ"dJ'-Mä. 

Ist die Scbwerpunktsacbse der Figur eine Symmetrieachse derselben, 
so wird JidF-u'^ = 0, da dF-iv* in gleich viel positiven und negativen 
Elementen von derselben Gröfse auftritt, daher 

27) J== Vx^-i + 6^a7o 3 = v(x^^ + 3 y) ■ 

(Für einen sehr dfinnen Bing wäre bekanntlich nach Gl. I J='Vxa^) 
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— H*o — ^ 






Ist die Meridianfigur ein Kreis vom Halbmesser a (Fig. 365), so wird 
3 = V Fa^ (GL 20), mithin p.^ 3^^^ p.^^ g^g^ 

J=F(V + '/*«'). 

Für ein Eechteck als erzeugende 
Figur (Fig. 366) ist3 = 2^. V»2(Ä — r)2 
(Gl. 21), Xo = V2 {B + r) , somit 

J = f{V4 (12 + r)» + V4 (-B - ry} 
= V* F{12» + 2Br + r« + JJ' — 2Är + r»} 
= V» ^(12^ + ^*), übereinstimmend mit GL 14, S. 300. 

Trägheitsmoment eines aus 2 Teilen bestehenden ESrpers. Legt 
man (Fig. 367) darch die Schwerpunkte Sy und ^2 der beiden Teile und 
durch den Oesamtschwerpunkt S parallele 
Achsen, sind ^1, e^ und e die Abstände der 
Achsen, J^ und J2 ^^^ Trägheitsmomente 
der Teile bezüglich der ' eigenen Schwer- 
punktsachsen, so ist für den ganzen K5rper 
und seine Schwerpunktsachse (Gl. 3, S. 296) 

J= Ji +M,e,^ + J2 + M^e^K 
Weil aber M2e2 = M^e^ und e^ + e^ = e^ 

'' "'"^ '^ = * Mr+^, ■ 

Man kann daher auch schreiben: 

J= Ji + J2 + Mißiei + Jf2«2 ^2 
= Ji + J2 -^ Ml ey (<?i + e^ 



Fig. 367. 




^Ji+J^+M, 



28) 



J^Jl + Jo + 



M, + M2 

M1M2 o 



Ml + M2 



3. Winkelbeschleunigung. 

Soll ein Körper sich gleichförmig um eine feste Achse 

drehen, so mufs die Momentensumme der äufseren Kräfte in Bezug 

auf die Achse Null sein (S. 245). Ist die Momentensumme von 

Null verschieden, so erfolgt die Drehung nicht gleichförmig, sondern 

mit einer Winkelbeschleunigung €. Ebenso wie bei der 

(iv 
geradlinigen Bewegung die Beschleunigung p = — (S. 15), so ist 



■ 



1) 
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die sekundliche Zunahme der Winkelgeschwindigkeit die Winkel- 
beschleunigang 

Die Beziehung zwischen der Winkelbeschleonignng e und deren 
Ursachen, den äufseren Kräften, kann man aus dem Satze vom 
Arbeitsvermögen ableiten, indem man diesen auf ein Zeitteilchen dt 
anwendet. Die Zunahme an Arbeitsvermögen kann dann nach Ol. 4 
(S. 295) geschrieben werden ^/•iJd{ai^)=J<ad(a. Die ent- 
sprechende Arbeit aber findet man in folgender Weise: Eine der 
äufseren Kräfte sei P nnd liege im allgemeinen 
windschief zur Achse O. Das gemeinsame Lot 
zwischen cler Kraft P nnd der Achse sei r; man 
zerlege die Kraft P im Pofspunkt Ä TOn r in eine 
Seitenlcrafl Z, parallel mit der Achse O, und eine 
Seitenkraft K, welche die Achse rechtwinklig kreuzt. 
Die Kraft Z hat in Bezug auf O das Moment Nnll 
und verrichtet auch hei der Drehung keine Arbeit, 
weil sie rechtwinklig zur Bewegnngsrichtung des Punktes A steht. 
Die Seitenkraft K aber hat das Moment Kr (Fig. 368) und ver- 
richtet bei der unendlich kleinen Drehung um den Winkel oj-dt 
die Arbeit K- reo -dt. Für sämtliche Punkte des Körpers ist in 
einem Augenblicke die Gröfse todt die gleiche. Verfährt man 
mit allen äufseren Kräften ebenso wie mit P, so wird die Arbeits- 
summe dSS,, = (n-dtSKr. Darin ist 2Kr die Momentensumme 
der äui'aeren Kräfte in Bezug auf die Drehaiihse, schreiben wir 
dafür SR, so wird nunmehr Joj-da» = m-dt-'Sk, mithin 

. _ ^1^ - ®^ 

"' ^~ dt J ' 

Ebenso wie bei der Verschiebung die Beschleunigung p = R'.M 
~ Kraft ; träge Masse, so ist bei der Drehung um eine 
feste Achse die Winkelbeschleunigung = Kraftmoment : Tr^heits- 
moment. 

Wählt man einen bestimmten Drehungshalbmesser oder Hebel- 
arm r, so ist an dessen Endpunkte die Umfangsgeschwindigkeit 
i> ^ rfo, die Umfangsbeschleunigung oder Tangentialbeschlennjgnng 
3) p^ = r-dbi:dt = re; 



1 
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Bringt man nan das Eraftmoment 3JI auf den Hebelarm r, setzt 
Tl = Kr und schreibt J = jur'^, so wird aus GL 2 und 3 

p z^r€ = —— = — - oder 

4) P« = — ' 

d. h. wenn man alles auf den gleichen Abstand oder Drehungs- 
halbmesser r bezieht, hat man wie bei einer Verschiebung: 

TT r u 1.1 • Kraft 

ümfanffsbeschleuniffunsf == -^ . 

^ ^ ^ Masse 

Auch Ol. 4 (S. 295) für das Arbeitsvermögen kann man ent- 
sprechend umformen. Setzt man am Ende des Armes r die 
Anfangsgeschwindigkeit rcüi = c, die Endgeschwindigkeit rw = v, 
J=jur^^ so wird aus ^/2 {(o^ — o)^')J=^k' 

Vs (v- — c^) /i = ?l;fe oder 

0) ^""%""'**' 

wie (S. 294) für die Verschiebung eines Körpers. 

Man kann 61.2, ^ = £j auch mittels des Satzes vom d'Alembert 
(S. 163) ableiten. Ist in einem Augenblick ut die 
Winkelgeschwindigkeit, e die Winkelbeschleunigung, so ^^' 

fnhrt ein Punkt des Körpers im Abstand r von der 
Achse (Fig. 369) eine ungleichförmige Kreisbewegung 
mit der Geschwindigkeit i? = r w und der Tangential- 
beschleunigung p^ = re aus ; die Zentripetalbeschleu- 
nigung ist p^ = v^ : r = r m^ (Gl. l , Seite 88). 
Diesen entsprechen die Ergänzungskräfte mr^ bezw. 
mrto^. Deren Momentensumme in Bezug auf 
ist — e I,mr^= — sJ. Den gleichen, aber entgegengesetzten Wert mufs auch 
die Momentensumme ^ der äufseren Kräfte haben, d. h. 
6) 3Jl = eJ. 

4. Physisches Pendel. 

Ein Körper, der um eine nicht durch den Schwerpunkt gehende 
wagerechte Achse drehbar ist und unter alleiniger Wirkung der 
Schwere steht, bildet, wenn er in der sicheren Gleichgewichtslage 
nicht die Geschwindigkeit Null hat, ein Pendel, welches, zum 
Unterschiede von dem aus einem einzelnen Massenpunkt m mit 

Keek, MMhanik I. 20 
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Fig. 370. 



f^ewicbtlosem Faden bestehenden, S. 76 behandelten, mathematiscbeD 
Fendel, physisches Pendel genannt wird. 

Der beliebig gestaltete Körper sei zunächst 
80 festgehalten, dafs der Schwerpunkt 5 (Fig. 370) 
in gleicher HChe mit der Achse O liegt, and 
werde nun losgelassen. Es soll die Winkel- 
geschwindigkeit 0) berechnet werden, mit der der 
Drehungshalbmesser OS=e des Schwerpunktes 
durch die Lotrechte hindurchschwingt 

Wendet man anf die Bewegung SSi den Satz der Arbeit an, 
so ei^bt sich (nach S. 163 u. 295) '/i<u^J—0=Mffe, mithin 




1) 



=1/2? «^=1/2^-^ mit J-=jfi5 (S. : 



Ist der Körper ein Stab, eine materielle Gerade, ron der 
Länge a (F^. 371), ao ist 



Tig. 371. 



Pig. 372. 



, mithin 



0^ 



't-f=fi 



-o 



/ 



cC^-- 



nnd die Umfangsgeschwin- 
digkeit bei C: 

3) w = aw = /3^, 

während für einen Massenpunkt am Ende einer gewichtlosen Stange 
von der Lange a (Fig. 372) 

4) v = YW^ (Gl. 1. S. 76) sein würde. 

Schwingnngsdaner des physisthen Pendels. In einer beliebigen 
Zwiscbenl^e (Fig. 373), in der O S mit der 
Lotrechten den Winkel d bildet, ist das 
Moment 

m = Afff esiad, 

daher die Winkelbeschlennigang (Gl. 2, S. 304) 

_ ifffe sin 1? 



Fig. 373. 
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Für ein mathematisches Pendel aber von einer Pendel- 
länge l ist bei demselben Abweichungswinkel ö, weil J==ml^^ 

__ m^Z8ini?_^^sini? 

Beide Beschleunigungen e und s^ ^^^^ verhältnisgleich mit 
«ind und stimmen völlig überein, wenn 

Mqe <7 j , 

S) ^ = -§- ist. 

Wählt man die Länge des mathematischen Pendels nach 61. 5 
und gibt beiden Pendeln einen gleichen Anfangswert von i?, bei 
"dem die Geschwindigkeit Null war, läfst also beide Pendel von 
<lerselben Anfangsneigung aus sich in Bewegung setzen, so wird die 
Beschleunigung beider Pendel für jeden Winkel & die gleiche sein, 
'<]aher werden beide Pendel sich übereinstimmend bewegen, mithin 
4iuch gleiche Schwingungsdauer haben müssen. 

Bei kleinen Schwingungen ist nun für das mathematische 
Pendel die Dauer einer einfachen Schwingung nach S. 78 



"]/ 



9 
€etzt man hierin den Wert l nach Gl. 5 ein, so entsteht 



) Mge 



Mge 

als Dauer einer einfachen kleinen Schwingung des physischen Pendels. 

Man nennt die Länge l die Schwingungslänge des physischen 
Pendels. Trägt man diese Länge von O aus auf der Geraden OS 
ab, so erhält man mit OB = l einen Punkt B^ den man den 
Schwingungspunkt des physischen Pendels nennt (Fig. 373), 
Die Achse durch B, rechtwinklig zur Bildebene, heifst Schwingungs- 
Ächse. Der Punkt B und jeder Punkt der Achse B in dem 
physischen Pendel schwingt gerade so, als wäre er ein einzelner, 
mittels eines gewichtlosen Fadens mit O verbundener Massenpunktv 

20* 
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Denkt man sich durch S eine za der Drehachse O parallele- 
Achse gelegt nnd nennt das entsprechende Trägheitsmoment des- 
EQrper J^, so ist J^ = Jg= Me^, mitbin (GL 5) 



7) 



1 = 



Me 



Fig. 374. 



Zeichnet man nm S als Mittelpunkt einen Kreis vom Halb- 
messer SO = e (Fig. 374) und denkt sich den ECrper an einer 
beliebigen, zur nrspr&nglichen Achse O parallelen, 
darcb irgend einen Pankt des Kreises gelegten 
Achse Ol aufgehängt, so ergibt sich f&r diese 
neue Aufhängung die Schwingungslänge nach Ql. 7 
TOn derselben QrOfse wie bei der Aufhängung in 
O. Alle Seiten eines geraden Zylinders, der den 
genannten Ereis znm Grandkreise bat, sind hier- 
nach Achsen gleicher Schiringungslänge nnd 
Schwingungsdauer für den ECrper. 

Hängt man den EOrper aber an der Scbwingungsachse JB aaf 
(Fig. 375), so hat man ein physisches Pendel von der Schwingungs- 
länge li , wofUr sich nach Gl. 7 ergibt, indem 
man e mit l — e vertauscht: Fig. 375. 




?! ■ 



^s 



M{1 - e) 
Weil aber (nach Gl. 7) J^ = Me {l 



+ {l-e). 

r), so erhält man 




d. h. das an der Achse B aufgehängte Pendel hat 
die gleiche Schwingungslänge wie das um die Achse schwingende- 
Trägt man li = l von B aus anf BS auf, so erhält man als 
Schwingnngspunkt und die Achse O (rechtwinklig zur Bildebene) 
als Scbwingungsachse fär die Drehachse B. Die Parallelacbsen O 
und B liefern gleiche Scbwingungslänge und gleiche Schwingnngs- 
dauer, oder sind miteinander vertauschbar. Das Pendel ist bezQglic1> 
der Achsen und B umkehrbar. Ein Ereis um S mit dem Halb- 
messer SB hat dieselbe Bedeutung wie der Ereis mit dem Halb- 
messer SO (Fig. 374). 
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Sämtliche Achsen, rechtwinklig zur Bildebene, welche durch 
irgend einen Punkt einer der beiden Kreislinien gelegt werden, sind 
fiir den Körper Drehachsen mit übereinstimmender Schwingungs- 
länge l. 

Nach GL 7 ist die Schwinguügslänge l von e abhängig. Fafst 
man nämlich bei der Vergleichung nur Achsen ins Auge, die zur 
Bildebene rechtwinklig, d. h. mit der ursprünglichen Drehachse O 
parallel sind, so ist J^ : M ein konstanter Wert = i- (wo i der 
4er Achse S entsprechende Trägheitshalbmesser ist). Wird nun e 
gröfser und gröfser, verschiebt sich also die Drehachse immer 
weiter vom Schwerpunkte, so nähert sich der erste Summand der 
rechten Seite von Gl. 7 mehr und mehr der Null, während der 
zweite fortwährend zunimmt; daher wird für ö = oo auch l = oo 
und <= oo. Geht aber umgekehrt e gegen Null, so wird ebenfalls 
l = (x> und < = oo, d. h. wenn die Drehachse durch den Schwer- 
punkt geht, so ergibt sich, wie auch schon von S. 172 bekannt, 
kein Drehmoment, so dafs auch keine Schwingung zu Stande 
kommen kann. 

Es mufs daher einen Wert von e geben, für den l ein 
lllinimum wird. 

Schreibt man zur bequemeren Übersicht l =^ y^ e = .r, und 
untersucht 

^) y = — + 00 

X 

dxi i 
auf Minimum, so ist -r^ = + i = o zu setzen. Dies ver- 

ax x" 

langt x = -±ii. Eine besondere Untersuchung, ob hierbei ein 
Maximum oder Minimum vorliege, ist nicht erforderlich; denn den 
für 0? = und ^ = oo eintretenden Gröfstwert y == oo kennen 
wir bereits. 

10) x=-±i 

-oder in der früheren Schreibweise e = zh i , worin es wegen der 
Bedeutung der beiden Kreise in Fig. 375 nur auf den absoluten 
Wert e = i ankommt, ergibt die Schwingungslänge 

Z= h^ = 2i, also l — e = 2i — i = i. 



/ 
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Pör eine Drehachse O, welche vod S nm » ■= V -j^ eDtfernt isV 

wird also die SchwingangsIäDge 

II) ;,j„-2i = 2e, 

womit die beiden Kreise in Fig. 375 zusammenfallen. 

Die Darstellang der Gl. 9 ist eine Hyperbel, deren eine- 
Asymptote die Ordinatenachse, während die andere, durch dea 
Anfangspunkt gehend, den rechten Winkel der 
Koordinatenachsen halbiert ir = i und 3/„h = 2i Fig. 376. 

sind in Fig. 376 angegeben. 

Bekanntlich werden FendeWersuche benatzt 
zar Ermittelung der scheinbaren Fallbeschleuni- 
gung ij an verschiedenen Stellen der Erde ; aas 



.|. 



wird ff = iTi^zt"^. Hieraus kann 




l 



man ^ berechnen, wenn man f&r ein Pendel 
die Schwingungsl&Dge l and die Dauer t einer 
einfachen Schwingung kennt. Letztere läl^t sich durch Zählnng- 
der Anzahl der Schwingungen während einer längeren Zeit fest* 
stellen. Die Schwingungslänge könnte man wohl nach Ql. 5, S. 307, 
berechnen, jedoch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit für feine- 
Messungen, wie sie zur Ermittelung von ff nötig sind. Denn kein 
K<3rper lälst sich so gleichmäfsig herstellen, dafs man ,7g und da» 
statische Moment J/e mit grofser Schärfe durch Messung und 
Bechnnng zu bestimmen vermöchte. Wohl aber dient zur scharfei> 
Bestimmung der Schwingnngslänge l die Eigenschaft des Pendels, 
dafs Drehachse und Schwingungsachse miteinander vertauschbar 
sind. Man stellt also ein Pendel her mit fester Schneide (Dreh- 
achse) 0, berechnet annähernd l, bringt in diesem Abst^d 
l=OB eine Gegenschneide B an und verstellt an dem Körper 
verschiebbare Gewichte so lange, bis das Pendel, ob in oder in 
B aufgehängt, gleiche Schwingnngsdauer zeigt Dann ist, wenn B: 
und O nicht in derselben Entfernung vom Schwerpunkte liegen, 
wenn also B nicht den Punkt Oi in Fig. 375 bedeutet OB~t 
die Schwingnngslänge, die zwischen den Schneiden mit grol^er 
Schäife gemessen werden kann. Ein solches Pendel heifst ei» 
Umkehrungspendel (ßeversionspendel). 
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Ist der Körper ein dünner prismatischer Stab von der Länge a 
(Fig. 377) und an seinem oberen Ende aufgehängt, so ist Jq = V3 Ma^^ 
e = V^a, mithin die Schwingangslänge (Ql. 5) 



12) 



^ 2 Ma^ 
3 Ma 



a. 



Fig. 377. 



Die Achsen O, O^, B und Bi liefern gleiche 
Schwingungslänge. 

Die Beobachtung der Schwingungsdauer eines 
als physisches Pendel eingerichteten Körpers kann 
auch benutzt werden, um dessen Trägheitsmoment 
in Bezug auf die Drehachse zu bestimmen. 
Gl. 6 liefert nämlich 



FT 



o 



r 

1 1 
\ I 

1: 



MS ) 



+ U--' 
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•/"o = Mgefiijfi. 



Fig. 378. 




Hat man (Fig. 378) den Punkt A bestimmt, der in der sicheren 
Gleichgewichtslage lotrecht unter O liegt, so kann man mittels 
der Aufhängung des Körpers nach Fig. 378 
durch das den Körper im Gleichgewichte 
haltende Gewicht P das statische Moment k 
Mg e = Pa finden. Beobachtet man sodann q ^ 
nich t für kleine Schwingungen, so bestimmt 
sich Jq nach Gl. 13. 

Soll das Trägheitsmoment J^ eines 
Körpers in Bezug auf eine Schwerpunktsachse bestimmt werden, 
um welche keine Schwingung entsteht, so läfst man den Körper 
um eine zeitweilige Achse B schwingen 
(Fig. 379), bestimmt J^ = Jq nach Gl. 13 
und findet daraus «^^ = «/g — Me^ . Oder, 
wenn die Befestigung einer besonderen Achse 
oder Schneide nicht ausfahrbar ist, so ver- 
bindet man mit dem Körper eine Ergänzungs- 
masse Jfj derartig, dafs sich beide Massen 
nicht gegeneinander verrücken können. 
Ml mufs so gewählt sein, dafs man dessen 
Beitrag zu J und Mge leicht bestimmen 
kann. Bringt man M^ so an, dafs es nunmehr mit dem gegebenen 



Fig. 379. 
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Körper ein mögliches Pendel bildet, bo kann man leicht das Gesamt- 
TrägheitätiiomeDt und daraus das Trägheits- Fig. 380. 

moment des gegebenen EOrpers berecbneD. 

Ein dünner Ring vom Halbmesser r, nach 
Fig. 380 um eine Schneide schwingend, bat, 
wegen J^='Mr^, nach Qleicbung 7 die 
Schwing ungsUnge 

l = 2r. 




Fig. 381. 



5. Beschleunigte Bewegung einer Seilrolle. 

um eine Seilrolle von der Masse M (Fig. 381) sei ein völlig 
biegsamer Faden geschlungen, an dessen Enden ungleiche Massen 
J/i und J/i hängen. Es soll die Umfangabeschlennigung p der 
Holle berechnet werden ohne Rücksicht auf Zapfenreibung und 
Seilbieg ungs widerstand und unter der An- 
nahme, dafä ein Gleiten des Fadens auf der 
Eolle nicht stattfindet. Die Masse J/, erfährt 
die Beschleunigung p abwärts, die Masse M^ 
dieselbe Beschleunigung aufwärts. Die Spann- 
kräfte der Seilatücke sind nicht etwa JUiff 
und Mi ff, denn diese Gleichheit findet nach 
S. 86 nur statt, wenn die Massen keine Be- 
schleunigung erfahren. An der Masse Mi 
mufs die Mittelkraft Jf,^ — S| = Mip, mitbin 



1) 



= Miff — Mip, d. h. 



■Kff 




sein, weil Miff und Si zusammen die Beschlennigang p erzengen. 
Ebenso mufs an der Masse M^ die aufwärts gerichtete Beschleuni- 
gung p durch die aufwärts geriebtete Eraftsumme S^ — ^^ 

hervorgebracht werden; S.^ — M^g = M^, mithin 



2) 



i = M^ + M-ip , d. h. >■ J 



Kann der Faden als gewichtlos betrachtet werden, so ' wird die 
gesamte Seilreibung, welche die Bolle zu beschleunigter Dreh- 
bewegung veranlafst, gemessen durch den unterschied der Spann- 
krälte Ä, nnd Sj, daher wird nach Gl. 4, S. 305, fip = Si — S^, 
wenn /( die auf den Umfang bezogene Masse der Rolle ist 
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Also ßp = Mig — Mip — M^g — M^p, 

p{M + M2 + fi)^ M^g — M^g, oder 

^. Mig — M^g __ M^ — if 2 

^^ M^ + M^+fJi^^ M, + M^ + ß' 

In dieser Gleichung erscheint also der Gewichtsanterscbied 
M^g — M^g als treibende Eraft, als träge Masse aber die Samme 
aller Massen, die an der Beschleunigung p teilnehmen, d. h. Jf^, 
M2 und die auf den Umfang bezogene Masse [jl. 

Eine Vorrichtung nach Fig. 381 ist die Atwood'sche Fall- 
maschine, sie dient, da p mit g verhältnisgleich ist, zur Vor- 
führung der Gesetze der Fallbewegung in verkleinertem Mafsstabe, 
weil die wirkliche Fallbewegung unbequem schnell erfolgt. 

Beispiel: Ist Mg=\^% und (nach S. 300, Gl. 13) das auf den Umfang be- 
zogene Gewicht der Rolle fig = ^/2 kg, üfj^r == 4, M^g = 3,9kg, so wird, wenn man 
in Zähler und Nenner statt der Massen die ^mal gröfseren Gewichte einfUhrt, 

^ ^4 + 3,9 + 0,6 ^'8,4 84' 
die Bewegung der angehängten Massen erfolgt daher nur mit V^^ ^^^ wahren 
Fallbeschleunigung. 

Thrill man auch die Zapfenreibung mit der Keibungsziffer f und dem 
Zapfendurchmesser d berücksichtigen, so wird 

der Zapfendruck B = S^ + ä^ + Mg\ es ist, wie Torher, 

S^=^M^g — Myp 

S.2 = M2g-]rM^p und daher 

D = {M+ M, + M,)g-{M,-M,)p 
mit dem Zapfenreibungs-Momente ^/iDfd. Sonach wird, wenn r der Rollen- 
halbmesser ci ci -r./. ^ 

ßP = S,~-Si-Dfj- 

==M,g--M,p--M,g^M,p-(M+M,+M,)gf-^+(M,^M,)pfj-^ 

und daraus ^^ -, / -n^r \ njr \ -»£■ \ ^ ^ 

M^-M.,- (M+ M^ + M,)fj^ 

4) p = g ^ -. . 

Mit d:r = 1 : 25, /= 0,o8, M^g^^A, 3f2^ = 3,9, Mg=\^ pLg = 0,h^g wird 

0,1 — 0,014 ^ g 

p=g-^ x-^ — oder rund 



8,4 — 0,000 16 100' 

Hiernach wird Äj = 4 (1 — 0,oi) = 3,96 kg, S.^ = 3,9 (1 + 0,oi) = 3,94 kg. Damit 

S f 

kein Gleiten des Fadens entstehe, mufs nach S, 259 -^< c'^" sein, worin 

fi die Reibungsziffer des Fadens, a = 7r. Dieser Bedingung wird schon für 
/"!> 0,0017 genügt. Der Seilbiegungswiderstand ist hierbei vernachlässigt, da 
der Faden als sehr dünn angenommen. 
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Beispiel 2 : Gleiche Massen M^ mögen an zwei miteinander verbundenen 
Bollen Ton ungleichen Halbmessern B, und r hängen (Fig. 382) ; es soll die Um- 
fangsbeschleunigung p der gröfseren Bolle berechnet werden ; die der kleinen ist 
dann pr:R, — Die Fadenkräfte sind Si = M^g — M^p ; S^ = M^g ■\- M^p r\R-^ 
die Winkelbeschleunigung der Bolle ohne Bücksicht auf Beibung (nach S. 304) 




mithin, weil i2e = j7, 

fip = M^g — M^p — M^g ~ — M^p -^ , 



Figur 382. 
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i> 






Für B = 2r wird dann p=r g j 



^liM, 



, wobei 




zu beachten, dafs ß auf den Abstand B bezogen ist 

Beispiel 3: Hängen die Massen M^ und M^ nicht frei herab, sondern 



gleiten sie mit Beibung auf 
schiefen Ebenen mit den Nei- 
gungswinkeln ai u. a^ (Fig. 383), 
während an dem Bollenkörper 
keine Bewegungswiderstande 
auftreten, so entsteht an der 
Masse Mi eine treibende Kraft 

Ml g sin ocj 
und eine hindernde Beibung, 
daher ist 



Fig. 383. 




Sy = M,^sin Ol — fMigcos «i — M^p-, 
ebenso ist 
wie in Beispiel 2 wird nun juRp = S^B — S^r und demnach 



^2 = M.2g sin «3 + fM.ig cos «^ + M2P -^ , 



6) 



P 



Ml (sin ai -- fcos a^) — M2 (sin a.^ + /"cos «g) ^ 



Mi + M,^- + f, 



Für r — B und Oj = olj = 90^ ent- 
steht Gl. 3; Tut Mi=^Mi, 0^ = 02 = 90° 
entsteht Gl. 5. 



Fig. 384. 



Für «1 = 900, 
(Fig. 384) ergibt sich 



7) 



P 



= 0, r = B 



fM, 



itf 1 4- iW2 + A 




6. Achswiderstände bei der Drehbewegung. 
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6. Widerstände der festen Drehachse eines Körpers 

bei beschleunigter Drehbewegung. 

Ad der Achse des Körpers mögen an 2 Lagerstellen Ä und B 
die Widerstände Ä and B auftreten, welche die Aufgabe erfüllen, 
die Achse unbeweglich zu halten. Es mögen an dem Körper 
bewegende Kräfte \_K} wirken. Sind (o und € die augenblickliche 
Winkel-Geschwindigkeit und Beschleunigung, so hat ein Massen- 
punkt eine daraus zu ermittelnde Beschleunigung p, welcher eine 
Ergänzungskraft — mp entspricht. Es mufs nun nach dem Satze 
von d'Alembert die Gruppe dieser Kräfte [ — mp^ im Gleichgewichte 
sein mit den Widerständen A und B und der Gruppe der sonstigen 
äufseren Kräfte IK'\ . ^ Hiernach können A und B gefunden werden, 
wenn man die Kräftegruppe [—mp] kennt. 

Zusammensetzung der Ergänzangskräfte — mp bei nngleich- 
mäfsiger Drehbewegung. Ein Massenpunkt im Abstände q von 
der Achse (Fig. 385) führt eine Kreisbewegung aus. Seine Tangential- 
beschleunigung ist p^ = Q€, seine Zentripetalbeschleunigung p^ = qo)^ 
(Seite 88). Die ent- 
sprechenden Ergäh- ^^^- ^^^• 
Zungskräfte sind (Fig. 
385 a) die Kraft mQ€ 
(links herum) und die 
Zentrifugalkraft TW ßcü^. 
Die Drehachse wählen 
wir zur x-A chse ; A sei 
der Anfangspunkt des 
Achsenkreuzes (Fig. 
385). In der rechts- 
seitigen Figur (385 a) 

ist der Körper in der Bichtung der Drehachse, also auf die v^-Ebene 
projiziert, weil die Beschleunigungen p^ und p^ und ebenso die ent- 
sprechenden Kräfte in dieser Projektion am deutlichsten erscheinen. 
Bildet der Halbmesser q = AP mit der AT den Winkel i>, so ist 

ß cos 1? = y ; Qsm'& = z. 

Die Kraft mQCJ^ liefert in der positiven 3/ -Bichtung die Seitenkraft 
mQ(o'^co^d = myox^y in der positiven ^-Bichtung die Seiten- 
kraft mgcü^sini? = m^ö>2^ Ebenso gibt die Kraft mQS die 



Fig. 385 a. 
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entsprechenden Seitenkräfte mßesin'd = mze bezw* — mgecosS 
= — mye. 

Diese Seitenkräfte sind in Fig. 385 eingetragen. Denkt man sich 
solche Kräfte für jeden einzelnen Massenpunkt angebracht und setzt 
diese Kräftegruppe nach S. 136 zusammen, so erhält man drei durch 
den Punkt A gehende Seitenkräfte X, F, Z und drei Kräftepaar- 
Achsen äR^e, 9J?y, Wg. In der o^-Kichtung ergeben sich keine Seiten- 
kräfte. In der positiven iz-Eicbtung entsteht Y =^ Imyca'^ + Zmze^ 
oder, weil (o und e für alle Punkte dieselben Werte haben und 
aufterdem l^my = i/3/0» ^f^nz = Mz^ (mit y^^ und zq als Koordinaten 
des Schwerpunktes), y _ ^^^^^o ^ ^^^^^ 

In gleicher Weise wird Z= Mz^o)'^ — My^^e, Zur Ermittelung der 
Kräftepaar-Achse 93?« gehen wir am einfachsten auf die ursprüng- 
lichen Kräfte mQO)'^ und mQS zurück, da mQO)^ in Bezug auf AX 
kein Moment hat, mge aber das Moment — mQSQ, so dafs 
SD?ar = — £^mQ'^ = -—eJj,, was nach Gl. 2, S. 304 selbstverständlich 
war. Die in der ^-Richtung wirkenden Kräfte gehen an der A Y 
in einem Abstand «r vorbei, liefern daher mit Rücksicht auf den 
Drehungssinn SD?y = —- oßimxz + slmxy^ ebenso ist ^l^ = 
co'^Zrnxy + el^mxz. Das Gesamtergebnis der Ergänzungskräfte 

[ - inp] ist also 

X=0 

Y = Myj oß + Mzy^ € 

Z = Mz^^o)- — My^s 

üWy = — oj^^Xmxz + eHwxy 
SDf^ = (jßZmxy + el'mxz. 
Hiermit müssen die sämtlichen äufseren Kräfte [K] und die 
Widerstände A und B im Gleichgewichte sein. In den vorstehenden 
Gleichungen erscheinen Summenausdrücke 2m xy und Zmxz\ um 
sie zu erhalten, mufs man jedes Massenteilchen m mit zweien 
seiner Koordinaten xy bezw. xz multiplizieren und die Glieder dann 
summieren. Diese Ausdrücke sind von demselben Grade, derselben 
Dimension, wie die Trägheitsmomente J = ImQ^ und heifeen 
Zentrifhgalmomente = C Wir wollen Imxy und Imxz von 
einander unterscheiden, indem wir neben C als Zeiger diejenige 
Ordinate setzen, welche in den Summen nicht vorkommt, mithin 
2) Zmxy = Cz'<, 21mxz = Cy. 
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Im allgemeinen sind die Ergänzungskräfte von cü und e ab* 
hängig, so dafs auch die Widerstände der festen Achse sich mit 
o) und € ändern. Geht aber die Drehachse durch den Schwerpunkt, 
so dafs 3/0 = ^0 = 0, und sind aufserdem die Zentrifugalmomente 
Cy und Cz gleich Null, so werden aufser JT = auch T= Z 
= ÜWy -- SW^ = 0, und es bilden die Kräfte [ — mp] nur ein W^. 
Aus den Gl. 1 verschwinden dann, abgesehen von ÜK, = — fJi, 
sämtliche von (o und € abhängigen Glieder, so dafs die Wider- 
stände A und B der festen Achse sich ebenso berechnen lassen wie 
für den ruhenden Körper. Bilden unter dieser Voraussetzung die 
bewegenden Kräfte [K] ein Kräfbepaar äR, dessen Achsenstrecke 
(S. 133) die Richtung A X hat, so ist dies mit dem berechneten 
3Wa» = — ^Jx im Gleichgewichte. Weil die Normalwiderstände A und B 
der Achse zu dem treibenden Momente nichts beitragen, die Kräfte 
[ — mp\ sich aber in jeder anderen Beziehung aufheben, so müssen 
in diesem Falle die Widerstände A und B der festen Achse ver- 
schwinden. Die Achse bedarf dann gar keiner Befestigung, der 
Körper führt seine Drehung um die unbefestigte Achse so aus, als 
wäre sie fest. Eine solche Achse nennt man deshalb eine freie Achse. 
Da die sämtlichen äufseren Kräfte [^], A und B mit [ — mp] 
im Gleichgewichte sind, so kann man den Satz aussprechen: 

Dreht sich ein Körper um eine freie Achse, so 
setzen sich sämtliche äufseren Kräfte an demselben 
lediglich zu einem Kräftepaare zusammen, dessen 
Achsenstrecke mit der Drehachse zusammenfällt, heben 
sich aber in jeder anderen Beziehung auf; die Normal- 
widerstände der Drehachse sind von der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung unabhängig. 

Ist die Drehung eine gleichförmige (£ = 0), so bestehen 
die Kräfte [ — mp\ nur in den Zentrifugalkräften, deren Zusammen- 
setzung liefert (Gl. 1) 



3) 
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Fig. 386. 
X 



Hiermit müssen wieder die äafseren Kräfte im Oleichgewichte sein. 
Weil nun zur Zasammensetzuug der Zentrifugalkräfte die Summen 
C nötig sind, so erhielten diese den Namen ,, Zentrifugalmomente **. 

Ist einem Körper eine Drehbewegung um eine feste Achse 
erteilt und setzt er diese ohne weitere Einwirkung von Kräften K 
fort, so müssen die Widerstände A und B mit den Kräften der 
Gl. 3 im Gleichgewichte sein. Diese Widerstände sind durch die 
Winkelgeschwindigkeit bedingt und verschwinden mit dieser. Ist 
aber die Drehachse eine freie Achse, so heben sich die Zentri- 
fugalkräfte vollständig auf, und es werden auch keine Achswider- 
stände nötig; die Drehung setzt sich um die unbefestigte Achse 
fort, als wäre dieselbe festgehalten. Man kann daher sagen, eine 
freie Achse für einen Körper ist eine solche, in Bezug 
auf welche die Zentrifugalkräfte sich aufheben. 

Einige Bedingungen für eine freie Achse. Die Zentrifugal- 
momente Cy und Cz werden gleich Null, wenn der Körper rechtwinklig 
zur Drehachse AX eine Symmetrie- 
Ebene hat; wählt man diese nämlich 
zur 1/2: -Ebene (Fig. 386), so entspricht 
jedem Massenteilchen mit positivem oc 
ein gleiches mit negativem o?, so dafs in 
Hmxy und Imccz stets je zwei gleiche, 
sich aufhebende Glieder + mooy und 
— mooy bezw. + mxz und — mxz 

vorkommen. Geht aufserdem noch die Drehachse durch den 
Schwerpunkt, so ist AX eine freie Achse. Hiernach ist far einen 
gleichartigen Körper von der Form 
eines geraden Prismas oder Zylin- 
ders die Verbindungsgerade der 
Schwerpunkte der Endflächen 
(Fig. 387) eine freie Achse. 

Ferner ist AX eine freie 
Achse, wenn man durch sie zwei rechtwinklig zueinander stehende 
Symmetrie -Ebenen legen kann. Wählt man diese nämlich zur 
«273/ -Ebene und zur <:r^- Ebene, so liegen je zwei Massenteilchen 
mit +3/ und mit — y einander gegenüber, deren eines den Beitrag 
+ mooy, deren anderes den Beitrag — mxy liefert, so daß 0, = 
wird; ebenso Oy = 0. 



EL— -*. 



A 



.+as Q 




Fig. 387. 
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EiDgehendere Bechnangen zeigen, dafs jeder noch so nnregelmäfsige 
Körper mindestens drei zueinander rechtwinklige freie Achsen hat. 

Andere Arten der Znsammensetznng der Ergänznngskräfte. 

Trennt man in 61. 1 die durch den Anfangs- y\%. 388. 
punkt A gehenden Kräfte Y nnd Z in die- 
jenigen Teile Fi = My^tß und F2 = Mz^e 
bezw. Zy = Mz^ojr' und Z^ = — My^e^ welche 
allein von co , bezw. von e abhängen (Fig. 388), 
so lassen sich nunmehr Y^ und Z^ wieder zu- 
sammensetzen zu einer Mittelkraft 

wenn e die Entfernung des Schwerpunktes von der Drehachse 
bedeutet. Diese Eraft ist parallel mit der 
Bichtung jenes rechtwinkligen Abstandes e, 
F2 lind Z2 geben in gleicher Weise eine 
Mittelkraft R^ = Mee^ die zu R^ recht- 
winklig und, dem Sinne nach, der ümfangs- 
beschleunigung des Schwerpunktes entgegen- 
gesetzt ist. 

Vereinigt man die Kraft Y der Gl. 1 mit der Kräftepaar- 
achse Wg^ so ergibt sich aus beiden eine Kraft von derselben 
Gröfse Y^Myy^ojr + Mz^e, welche von A 
aus um 

5) — 



z 



Fig. 389. 




Fig. 390. 






< 1> ^ 



Y My^^tß + Mz^e 

im Sinne der positiven .r -Richtung parallel 
verschoben ist (Fig. 389). 

Vereinigt man ebenso Z mit 9Wy, so erhält man eine gleiche Kraft 
Z = Mzo(o^ — My^e, welche um Fig. 391. 



-a» 



V = 



y 



oi'2c^^ea 



6) 

7) ^ _ _ 

^ Z Mzq oß — My^ e 

im Sinne der positiven .r- Richtung parallel 
verschoben ist (Fig. 390). Auf diese beiden im 
Baume sich rechtwinklig kreuzenden Kräfte ist 
mithin die Gruppe [— mp] auch zurückzufuhren. 

Im Falle der gleichförmigen Drehung (^ = 0) vereinfachen 
sich diese Ergebnisse in der Weise der Fig. 391. 




3f|4,ö»« 



320 Zweite Abteilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Körper. 



Fig. 392. 



Beispiel 1 : Eine als materielle Gerade aufzufassende Stange von der Länge a 
schwinge unter Einwirkung der Schwere um eine durch den Endpunkt A gelegte 
wagerechte Achse (Fig. 392). Die Bewegung 
möge von der wagerechten Lage ausgegangen 
sein. Hier liegt ein Fall vor, wo Cy und 
Cz Null sind, weil AYZ eine Symmetrie- 
Ebene für die Stange ist. Die Drehachse ist 
aber keine freie Achse, weil sie nicht durch 
den Schwerpunkt geht. In einer beliebigen 
Zwischenlage ist yi = e sin »9 ; -?o = c cos ?? , 
wobei e = ^/2a; ferner ist Jx = ^I^Ma^\ 
und für die Winkelgeschwindigkeit w und 
Beschleunigung e in der beliebigen Zwischenlage gelten: 

(nach S. 295) V« Jx<o'^ == Mgz^^, 




Oß 



j 2 MgzQ Sgco8^ 



a 



(nach S. 304) 



Mg e sin »5^ 3 ^ sin »? 

Jg 2a" 

Die Kräftegruppe [— mj?] liefert hiernach (Gl. 1, S. 316) 

X=0; 

^- Ma . ^ 3 a cos »? , Ma ., 3 ö sin t? 

9 9 

= — Mg sin ?? cos ?> = -^ Mg sin 2 t9 ; 

„ Ma „ 3 gr cos i9 Ma . „ 3 o sin ?y 

Z = -^ cos ^.-^ — sm 1^ -^ ^ 

2 a 2 2 a 



=f(3 



■ 3sin«t5i — -I sin2|9) = ^ (3 + 9 cos 2t9); 
ajlx = V2 ^ö' « sin t? ; 

Mit diesen Kräften müssen die Schwerkraft Mg und die Widerstände der 

Drehachse im Gleichgewichte sein. Letztere brauchen in diesem Falle, weil 

ÜJly und SJl« = sind, nur in dem Punkte A der Achse anzugreifen ; man 

zerlege sie in F und H, Dann mufs 

9 
-ff = y = — Mg sin 2 t? sein 

ebenso Mg — F= — Z= — V» J^^'CS + 9 cos 2 iJi), 
d. h. F= V8-Ztf^(ll +9 cos2?5i). 

Der wagerechte Achsenwiderstand JST ist für t? = 90 " , d. h. in der An- 
fangslage gleich Null, ebenso in der tiefsten Lage f ür ?9 = ; am gröfsten 
wird er für t? = 45*^, nämlich Umax = V» ^9* 
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Der lotrechte Widerstand ist 

für i? = 900: V=^/iMg, 

für !5i = 45^ F-^^'/aM^r, 

für * = 0; V^^ = 'l2Mg. 

Diese Gröfstwerte von H und V sind im Verhältnis zum Gewicht Mg 
des Stabes erheblich. Die Kraft H wirkt abwechselnd bald nach links, bald 
nach rechts, je nach der Lage des schwingenden Körpers. — Von besonderer 
Wichtigkeit sind diese Kräfte, wenn der schwingende Körper eine schwere Glocke 
ist. Die Achs widerstände H und F müssen dann von dem sog. Glockenstuhle 
ausgeübt werden Der fortwährende Wechsel des Sinnes der Kraft H ist für 
den Turm besonders gefährlich. Der Rechnungsgang ist im wesentlichen 
derselbe wie in dem vorliegenden Falle. — Wurde die Stange in der Anfangslage 
(t9 = 90°) am linksseitigen Ende etwa unterstützt, so war im Buhezustande 
V=^/2Mg) durch 'plötzliches Loslassen des Endes verändert sich V auf 
^/AMg. — Weitere Beispiele sollen sich auf gleichförmige Drehung beziehen. 

Beispiel 2 : Eine materielle Gerade A C (Fig. 393) drehe sich gleichförmig 
um eine Achse AB; der Punkt A sei unmittelbar, der Punkt C mittels einer 
gewichtlosen Stange c mit der Achse verbunden. 
Die Projektionen der Stange seien a und c. Da Fig. 393. 

der Körper ein ebenes Gebilde, so lege man 
ACB in die icy- Ebene, dann ist yQ = V2C; ß 

Zq = 0) ferner wird Imxz=Cy==0^ weil ^.^i^^'^'^ 

sämtliche ^r-Werte Null sind. Die Zusammen- i4^^__L 

Setzung der sämtlichen Zentrifugalkräfte be- U .^ a ->j 

schränkt sich daher nach Fig. 391 auf eine Einzel- 

kraft T=MyQ<o^=^liMcw^f im Abstand w = -^r^— rechts von A liegend. 

V 

Ein Massenteilchen von der Länge ds hat die Masse m = -^ F' ds, 

9 

wenn F der Querschnitt des Stabes, y die Dichte. Man kann aber bei der 
Berechnung von u die selbstverständlichen Faktoren Fy.g fortlassen, wenn 
man m = d8 und ebenso M=8= der Länge der Stange setzt. Das Teilchen 
liefert zu Cg den Beitrag ds-xy, was wegen y = xc:a und d8=dx'8:a 
geschrieben werden kann: 

mxy = —:.x^dx. 

sc r* 1 

Daraus folgt 0^= Imxy = —:^\x^dx = '^8ca. 

«-'0 

Weil nun nach obigem MyQ = 72 c s , so wird u = V^ « • 

Derartig einfache Fälle kann man auch leicht ohne Anwendung der allge- 
meinen Formeln unmittelbar behandeln. Dem Teilchen ds entspricht die 
Zentrifugalkraft ds-yw^. Die Mittelkraft B der Zentrifugalkräfte ist die Summe 
der gleichgerichteten Kräfte [ds-yw'^}^ mithin 

B ^ m^S ^8 'y = ü}'^8yQ = ü}^s^liC = Vä M<o^ c . 

Keck. Mechanik I. 21 
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Nach dem Satze der Momente wird dann in Bezug auf A: 

Bu = aß^ \d8' xy = aß^8—i\x^dXj 

J «Jo 

d. h. ^Ii8cw^u = ^lzw*8ca, wonach i* = '/ia. 

DaTs die Kraft ^/tMto^c dnrch den Schwerpunkt des Dreiecks ABC (Fig. 394) 
geht, folgt auch daraus, dafs man die Teilkraft 
d8'yw^ schreiben kann 



8 



Fig. 394. 



= tti* — y • dx^ 



a 




d. h. proportional dem Flächenstreifen y • da; des 
Dreiecks. 

Wirken nun auf die Stange keine be- 
wegenden Kräfte [f ], so müssen die etwa in 
A und B angreifenden Achsenwiderstände mit B 
im Gleichgewichte sein. Daher wird 

Steht die Drehachse AB lotrecht und wirkt die Schwere auf die sich 
drehende Stange (Fig. 395), so müssen die Schwere Mg und die Widerstände A 
und B zusammen mit 22 = V^ Mw^ c im Gleichgewichte 
sein. X = erfordert, dafs etwa in A ein lotrecht 
aufwärts gerichteter Widerstand A^ = Mg wirke. Es 
ist femer in Bezug auf Bi 

0=^-^MwH^ + Aya-Mg^, 



Fig. 395. 



d.h. Ay = Mg^'\' 



Mcüß^ Mgc / 1 I ö>^\ 

■~6 "■ 2 Vä "*" 37/ 

. ^ ^ Mgc l 1 , 2 tt|2\ 

und ebenso By = ^ I }-— . 

^ 2 V a 6 gl 

3 Q 
Es wird der Widerstand By = för w^ = -z-^', 

unter dieser Bedingung bewegt sich die Stange als 

ein physisches Kegelpendel; d. h. nicht durch einen Stab JSO, sondern nur 

infolge der Drehung wird der Winkel a unverändert erhalten. Für das 

mathematische Kegelpendel (S. 69) war ö>2 = £M5 = ^ = iL . 




ac 



Beispiel 3: Der sich gleichförmig um Fig. 396. 

die Achse AB drehende Körper sei eine 
materielle Dreieckfläche ABC (Fig. 396). 
Dann ist, wenn man die Masse der Flächen- 
einheit = 1 setzt, M=^^l%ac^ y^=i'^lzc^ 
mithin die gesamte Zentrifugalkraft B 
= ^/8 3fcö>2 im Abstand u von A, Um 
Cg =^ Smxy zu bestimmen, bedenke man, dafs Cg=SäX'dy'Xy, Alle 




i^ 
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Teilchen eines lotrechten Flächenstreifens haben übereinstimmendes x und dx 



liefern daher zu C» den Beitrag xd 



y-dy^ =x 



dx V2<^*, wenn <o die Höhe 



e/ 



des Streifens; darin ist «i »s ca;:a, also wird 

1 c2 f"* 1 1 

Gz = ^-^ \x^dx = -^c^a^== — Mac. 

liithin nach Fig. 391 i* = -zr^ = [ ^ ==^lAa, 

Die entsprechenden Achsenwiderstande werden dann 
A = ^IaB = ^/liMcw^ und 

Stellen wir wiederum die Drehachse lotrecht 
{Fig. 397) und lassen die Schwere wirken, so sind in 
ji und B die wagerechten Widerstände Äy und By 
nötig, für welche gilt: 

^l^aE = Ay a — Mg V» c, 

c c 

mithin Ay = 1/4 JS + ^I^Mg — und ebenso By =z^IaE — '^jzMg — . 

Wiederum wird die Befestigung bei B unnötig, wenn 

c 



Fig. 


397. 


t 


A 


Mg 




V 


\' \ 








B5 


%| 





«/4ii = ^I^Mcw^ = Vs-S^öf 



a 



4 g 
, d. h. für at'^ = —- ^- . 
' 3 a 



7. Gleichzeitige Verschiebung und Drehung eines Körpers. 

a) Arbeitsyermögen. 

Ein Körper drehe sich am eine Schwerpunktsacbse, die zur 
^ -Achse gewählt werden möge, mit der Winkelgeschwindigkeit o); 
zugleich werde die Achse mit einer der .^^- Ebene parallelen 
Geschwindigkeit u parallel verschoben, Fig 398. 

und zwar möge u mit der ^-Richtung 
4eu Winkel a bilden (Fig. 398). Dann 
«etzt sich die gesamte Geschwindigkeit v 
■eines Punktes der Koordinaten Xj y, z im 
Abstände q von der Achse aus den Einzel- 
geschwindigkeiten u und Q(o zusammen. 

Fig. 398 stellt das Achsenkreuz in zwei Projektionen dar. 
Bildet Q mit AY den Winkel 1?, so ist ^cosi? = 3/, ßsini? = z; 
«omit zerlegt sich qcj in — zco und yo). Die Seitengesch windig- 
J^eiten eines Punktes nach den Achsenrichtungen werden dann 

Va. = i*cosa; Vy = — zo); v« = yw + wsin a. 

21* 
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Daher wird 

1/2 = w-cos^a + ^2(y2 ^ y^(x)^ + 2y ct>w sin a + w^sin^oc 

= w^ + e^ct>2 ^_ 23/a;wsina. 
Das Arbeitsvermögen des Körpers ergibt sich dann zu 

^i^limv') = ^I^Mu^ + ^jiojp' EmQ^ + ct> w sin a2'my, 

weil u^ (xi und a für alle Teile des Körpers dieselben. Da aber 
die Ebene AXZ den Schwerpunkt enthält, so ist Imy = (S. 147)^ 
mithin das Arbeitsvermögen 

wenn J das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die Dreh- 
achse. Das Arbeitsvermögen setzt sich hiernach aus zwei Teile» 
zusammen, deren einer das Arbeitsvermögen wegen der Verschiebung,, 
deren anderer dasjenige wegen der Drehung bedeutet. 

b) Bewegung eines freien KSrpfrs. 

Wirken an einem freien starren Körper beliebige äufsere Kräfte- 
^1, ^2i ^^3 • • •» so füge man im Schwerpunkt S des Körpers^ 
je zwei gleiche entgegengesetzte Kräfte K hinzu. Dann lassen sich inh 
Schwerpunkte die den gegebenen gleichgesinnten Kräfte K zu 
einer Mittelkraft B vereinigen, während jede gegebene Kraft K 
mit der entgegengesetzt hinzugefügten ein Kräftepaar bildet, deren« 
Achsenstrecken ein Gesamtmoment 9Ji (S. 136) liefern. Der 
Schwerpunkt S bewegt sich nach dem Satze von der Bewegung des^ 
Schwerpunktes nur unter Einwirkung der Kraft JR mit der Be- 
schleunigung pq==R:M. (Wäre etwa JR unveränderlich nach» 
Gröfse und Eichtung, so würde der Schwerpunkt eine Parabel 
beschreiben, S. 59.) Das Achsenmoment 2W bewirkt aber nocfr 
eine Drehung um den Schwerpunkt. Denkt man sich nun mit dem- 
Schwerpunkt ein Achsenkreuz verbunden, welches dessen Bewegung 
völlig mitmacht, aber stets der Anfangslage parallel bleibt, so kann- 
man die Drehung des Körpers auffassen als scheinbare Bewegung- 
gegen dieses mit der Beschleunigung pQ sich verschiebende Achsen- 
kreuz. Diese Bewegung kann dann betrachtet werden wie eine- 
Drehung um den festliegenden Schwerpunkt, wenn man an allen 
Punkten des Körpers die entsprechenden Ergänzungskräfte [ — mp^J 
anbringt. Weil diese sich gleichmäfsig über die ganze Masse ver-- 
teilen, so liefern sie eine Mittelkraft — MpQ, die durch de» 
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f^chwerpunkt geht, daher auf die Drehung um ihn keinen Einflufs 
haben kann. Die Drehung geschieht also gerade so, als ruhte der 
Schwerpunkt. 

Ist nun die durch den Schwerpunkt gelegte Achsenstrecke des 
Oesamt-Kräftepaares Wl eine freie Achse und hat der Körper 
anfänglich keine Drehung um eine andere Achse, so wird die Dreh- 
achse ihre Sichtung im Saum und im Körper nicht ändern, und der 
Körper wird sich um diese Achse des Gesamt-Kräftepaars 972 gerade 
fio drehen, als wäre sie eine festgehaltene Achse. Denn, hielte man sie 
tatsächlich fest, so würden die Widerstände des Festhaltens wegen 
-dieser Eigenschaft der freien Achse (S. 317) zu Null werden. Die 
Drehung um diese Achse erfolgt dann mit der Winkelbeschleunigung 
^ = SR : J (S. 304, * Gl. 2). — Dies trifft zu für eine gleichartige Kugel 
unter Einwirkung beliebiger aber gleichbleibender Kräfte, wenn sie 
zu Anfang keine Drehbewegung um eine andere Achse als die 
Achse des Gesamtmomentes SR hatte. Der Schwerpunkt be- 
«chreibt eine Parabel; die Achse 9K verschiebt sich mit dem 
Schwerpunkte und bildet, weil jeder Durchmesser eine freie Achse ist, 
fortwährend die Drehachse für den Körper. — Ist aber die Achse 
3)t durch den Schwerpunkt keine freie Achse, oder ist zu Anfang 
^chon eine Drehung um eine andere Achse vorhanden, so ändert 
-die Achse, um welche die Drehung geschieht, fortwährend ihre 
Richtung im Körper und im Eaum; es entsteht neben der Be- 
wegung des Schwerpunktes, die hiervon nicht berührt wird, im 
allgemeinen eine unregelmäßig wirbelnde Bewegung um den Schwer- 
punkt, die so verwickelt ist, dafs sie an dieser Stelle nicht weiter 
behandelt werden soll; man kann solche Bewegung beobachten, 
wenn man einen Stab so fortwirft, dafs er eine Drehung um eine 
schief zu ihm liegende Achse mit auf den Weg bekommt. Wird 
^in Stab (Speer oder Ger) in der Mitte erfafst und in wagerechter 
Lage so fortgeworfen, dafs er keine Drehung auf den Weg bekommt, 
so beschreibt sein Schwerpunkt — abgesehen von der Wirkung des 
Luftwiderstandes — eine Wurfparabel; die Stange erfährt, weil 
9J2 «= ist, keine Drehung, sondern bleibt immer ihrer Anfangslage 
parallel, stellt sich aber nicht etwa tangential zur Wurflinie. 
Anders ist es mit einem gespitzten und gefiederten Pfeile; dieser 
wird durch den Luftwiderstand stets so gedreht, dafs seine Längen- 
richtung ziemlich tangential zur Wurflinie sich stellt. 
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e) RoIIbewegnng auf sehiefer Ebene. Fuhrwerke. 
Bewef^ung ohne Ber&cksiehtignng des Rollwiderstandes. Hat 

ein Umdrehnngskörper eine Winkelgeschwindigkeit (o rechtsheran» 
nm seine geometrische Achse und wird er gleichzeitig rechtwinklig 
zur Achse mit der Geschwindigkeit u = reo nach rechts ver- 
schoben, so setzen sich die Geschwindigkeiten der verschiedenem 
Punkte eines Kreises vom Halbmesser r aus den 
Einzelgeschwindigkeiten reo rechtwinklig zum Fig. 399. 
Drehungshalbmesser und u «= ro) zusammen. An 
dem Punkt A (Fig. 399) ist dann die Gesamt- 
geschwindigkeit t; ^^ 0. Bringt man den Körper 
an dieser Stelle mit einer Ebene in Berührung, 
welche mit u und der geometrischen Achse des 
Körpers parallel ist, so wird der Umdrehungs- 
körper sich gegen diese Ebene in der Art be- 
wegen« dafs die Berührungsstelle fortwährend wechselt, da(s an der 
Berührungsstelle aber stets die relative Gleitgeschwindigkeit Null 
ist Eine solche Bewegung nennt man eine Rollbewegnng. Andere, 
ebenfalls aus Drehung und Verschiebung zusammengesetzte Be- 
wegungen, bei denen aber die Bedingung roj = u nicht erfüllt ist,, 
erscheinen äufserlich ebenfalls wie BoUbewegungen, sind es aber 
nicht, sondern sind, weil an der Berührungsstelle die relative 
Gleitgeschwindigkeit nicht gleich Null, Gleitbewegungen sich 
drehender Körper auf einer Ebene. Für die Kräfte und damit 
auch für die Gesetze der Bewegung ist es von mafsgebender 
Bedeutung, ob die Gleitgeschwindigkeit an der Berührungsstelle 
Null ist oder nicht. Im ersteren Falle kommt nämlich di& 
Reibung im allgemeinen mit einem Betrage T^fN zur Wirkung, 
während, wenn u nur im geringsten von roj abweicht, der volle- 
Betrag der Reibung fN wirksam wird. 

An dieser Stelle behandeln wir die reine Rollbewegung und 
werden die Gleitbewegung S. 338 besprechen. 

Das Arbeitsvermögen der Rollbewegung ist nach S. 324 
V2 Mu^ + V2 oj^ Jj oder, wenn ju die auf den Halbmesser des Roll- 
kreises r bezogene Masse (wegen roj = u): 
1) ^l2{M+ fx)u'^. 

Wird ein Uradrehungskörper (Zylinder, Reif oder Kugel) mit 
der Geschwindigkeit Null auf eine schiefe Ebene gesetzt und lediglich 
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der Einwirkung der Schwere Mg und des Normalwiderstandes N 
der Ebene überlassen, so würde er unter Annahme völliger Glätte 
nicht in Drehung geraten können, weil Mg und N beide durch 
den Schwerpunkt gehen; es würde der Körper also eine beschleunigte, 
rein fortschreitende Gleitbewegung ausfuhren. In Wirklichkeit 
setzt sich ein Beibungs widerstand T dem Gleiten entgegen, und 
wenn dieser in der erforderlichen Gröfse zur Wirkung gelangen 
kann, so wird er das Gleiten verhindern und eine Kollbewegung 
erzeugen. Unter welchen Bedingungen dies geschieht, bleibt noch zu 
untersuchen. Daher setzen wir zunächst voraus, dafs eine vollkommene 
Bollbewegung stattfinde, welche entweder durch Beibung erzeugt, 
oder durch einen um den Bollkreis geschlungenen, von A aus auf 
der Ebene nach oben hin gerade gestreckten und an ihr befestigten 
Faden, oder endlich durch eine Verzahnung von Bollkreis und Bahn 
erzwungen werde. Dann wird durch eines dieser Mittel die für 
das Bollen erforderliche Umfangskraft T geliefert. 

Beginnt die Bollbewegung mit der Geschwindigkeit Null und 
ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, nachdem dieser um h, 
gesunken, v geworden (Fig. 400), so ist die Zunahme an Arbeits- 
vermögen V2 (M + //) v^. Arbeit wird pj i^(^^ 
nur von der Schwere im Betrag Mgli 
verrichtet, denn N und T greifen an 
der Berührungsstelle A an, deren Ge- 
schwindigkeit Null ist. Hiernach mufs 

V2 {M + it«) v^ = Mgh, sein, oder 



2) 



V = 




2^A 



1 + 



M 




Will man die Bewegung in ihren Einzelheiten kennen lernen, 



Fig. 401. 



so mufs man die Beschleunigungen beider 
Einzelbewegungen berechnen. Zerlegt man Mg 
in Mg sin a und Mg cos a (Fig. 401), so mufs 

3) iV=Jf^cosa 

sein, weil der Schwerpunkt sich geradlinig be- 
wegt, d. h. keine Zentripetalbeschleunigung er- 
föhrt (S. 67). Die Beschleunigung p des Schwer- 
punktes erhält man nach S. 166, indem man T an den Schwerpunkt 
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verschoben denkt, mithin ist M'p = Mg sin a — T. Weil T noch 
unbekannt, ist eine zweite Gleichung erforderlich. Da in jedem 
Augenblick r(o = Vy so mufs das gleiche Verhältnis auch für die 
Beschleunigungen gelten, d.h. r€=^p. Weil nun die ümfangs- 
beschleunigung re^p von T herrührt, so ist nach Gl. 4, S. 305^ 

4) Tup = T. 

Führt man dies in obigen Ausdruck für Mp ein, so ergibt sich 
schliefslich 

Mg sin a gr sin a 



5) i> = 



M + ju ^^ju 



M 

d. h. die treibende Seitenkraft der Schwere Mg sin a ist nicht 
allein durch die Masse M, sondern durch die Summe M + ju zn 
teilen, da sie nicht nur die fortschreitende Masse Jf, sondern 
zugleich die Schwungmasse ju zu beschleunigen hat (vgl. S. 213). 
Hiermit ist auch die Urafangskraft T bestimmt (Gl. 4) zu 

^x rwi f^ M(J sin a Mg sin a 

Soll nun die BoUbewegung allein durch die fieibung, ohne sonstigen 
Zwang, gesichert sein, so mufs T^f N=^/ Mg cos a sein, oder 

u Mg sin a ^ ,^ 

,/. ^/Mg cos a. 

Das gibt, nach a aufgelöst: 

7) tga^/(l+^ 

Genügt die Neigung der schiefen Ebene dieser Bedingung, so ist 
EoUbewegung möglich. Bei zu grofser Neigung ist f Mg cos a zu 
klein, um die der grofsen Schwerpunktsbeschleunigung p ent- 
sprechende ümfangsbeschleunigung zu erzeugen; es wird dann eine 
Gleitbewegung entstehen. 

Natürlich ist die betrachtete Rollbewegung nur möglich, wenn 
die Wirkungsebene der Kräfte N und T durch den Schwerpunkt 
geht. Es findet dies statt beim Zylinder, beim Beif, bei der Kugel; 
nicht beim Kegel, wohl aber bei einem Doppelkegel und allgemeiner 
bei jeder Achse, auf der zwei symmetrische Umdrehungskörper als 
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Bäder befestigt sind. Da beim dünnen Beif fi = M^ beim Zylinder 
iU= 1/2 Jf, bei der Kugel /z = 0,4if (S. 300 u. 301), so wird 

für den Keif: 

V = 0,707 Vigh = VJh\ p = Vs^ sin a; T= V2 3f^ sin a; tg a ^ 2/; 
fttr den Zylinder: 

V = 0,817 /"2^; ;? = 2/3^ sin a; T=^lzMg%ixia\ tga^S/; 
für die Kugel: 

v = 0,845 V2^A; p = V^^sina; T=-/i Mgsma; tga<3,5/. 
Dagegen würde für reibungsloses Gleiten gelten 

v=^V2gh\ |>=^sina. 

Beif, Zylinder und Kugel, auf schiefer Ebene nebeneinander 
losgelassen, bewegen sich hiernach mit verschiedenen Geschwindig- 
keiten. Die Kugel eilt am meisten; u. zw. sind dabei die Durch- 
messer ohne Einflufs; nur auf die Form der Körper kommt es an. 
Hierbei wurde kein BoUwiderstand vorausgesetzt, der natürlich die 
Ergebnisse ändern mufs. 

Wird der Körper in eine aufwärts gerichtete BoUbewegung 
versetzt und der Schwere überlassen, so könnte man auf den ersten 
Blick vielleicht meinen, der Sinn der Beibung T müfste mit der 
ümkehrnng der Bewegung sich ebenfalls umkehren. Dies wäre 
jedoch ein Trugschlufs, denn an der Berührungsstelle findet ja 
weder in der Bichtung aufwärts, noch abwärts ein Gleiten statt, mag 
der Körper aufwärts oder abwärts rollen, üafs vielmehr T beim 
Aufwärtsrollen denselben Sinn behalten mufs wie beim Abwärts- 
rollen, erkennt man aus folgendem: Beim Aufwärtsrollen wird die 
Arbeit der Schwere negativ, somit mufs die 
Bewegung des Schwerpunktes verzögert sein, und ^^^* ^^^' 

Gleiches folgt hieraus für die Drehbewegung. 
Damit aber die einzige Drehkraft T beim Auf- 
wärtsrollen eine Verzögerung der Drehung erzeuge, 
mufs sie (Fig. 402) aufwärts gerichtet sein. Da 
nun die Kräfte jetzt genau dieselben sind wie 
beim Abwärtsrollen, so gelten auch für p, T 
und tg a dieselben Gleichungen wie beim Abwärtsrollen. 
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Geschieht die Bollbewegnng nicht auf einer schiefen Ebene, sondern im 
unteren Teil einer Zylinderfläche vom Halbmesser ü-fr mit wagerechten 
Erzeugenden (Fig. 403), so ist die Geschwindig- 
keit des Schwerpunktes in der Zwischenlage P 
nach der auch hier gültigen Gl. 2 (S. 327) 



Fig. 403. 



-m=i 



2gB (cos ^ — cos a) 






wenn die Bewegung bei Ä mit der Geschwindig- 
keit Nall begann. Bei einem mathematischen 
Pendel von der Fadenlänge B würde 




Vi = y 2gB (cos ^ — cos a) sein. 

Die Yertauschung des einfachen Pendels mit einem hin und her rollenden 
Körper ist also (wegen der Verkleinerung der Beschleunigung des Schwer- 
punktes, S. 328) gleichbedeutend mit einer Ersetzung der Fallbeschleunigung g 

durch den kleineren Wert ^: (l + 17); mithin wird die Dauer einer kleinen 

einfachen Schwingung sein 



8) 



— /IKD- 



Fig. 404. 



Bewe^^g der Fuhrwerke mit Berücksichtipiiig des Roll- 
widerstandes. Tragen die auf schiefer Ebene rollenden Bäder von der 
Gesamtmasse M ein Fahrwerk von der Masse M^ welches nur 
an der Verschiebung mit der Beschleunigung p Teil nimmt, 
so denkt man sich zur Berechnung der letzteren die Masse Mi 
zunächst an der Achse des rollenden Körpers 
reibungslos aufgehängt. Die Gelenkstange zur 
Aufhängung nimmt dann im relativen Ruhe- 
zustände gegen die Achse des rollenden Körpers 
eine Sichtung an, welche von der Recht- 
winkligen zur schiefen Ebene um einen Winkel 
ß abweicht (Fig. 404). Nennt man die Spann- 
kraft der Stange, die zugleich den Druck auf 
die Achse bedeutet, i>, so müssen D und ß 
so bestimmt werden, dafs J/j die Ver- 
schiebungsbeschleunigung p erfahre. Ersetzt man die Stange 
durch die Kraft D und zerlegt die an Mi wirkenden D und Mig 
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parallel zur schiefen Ebene und rechtwinklig dazu (Fig. 405), so wird 
1> cos )8 = Mig cos a, ferner M^p = M^g sin a — Dsmß oder 
D sin ^ = Myg sm OL — M^p . Daraus folgt 



tg^ = tga — 



Fig. 405. 




^cosa 

9) 1>= itfl^y 1— 2sina^+ (^ . 

An dem rollenden Körper M wirken nun 
die in Fig. 406 angegebenen Kräfte, wo SR das 
gesamte, ans Zapfenreibung und Rollwiderstand 
herrührende Moment bedeutet Nach S. 278 ist 
SR = V2 Dfd + Ne , wenn d der Zapfendurchmesser, e der Arm 
des BoUwiderstandes. Dann gilt für die Beschleunigung p des 
Schwerpunktes 

Mp = Mg sin a + 1> sin /S — T oder 

10) J(p = Jl^sina + ifi^sina — Mip — T; 

und für die ümiangsbeschleunigung der 
Drehung nach S. 305 

ßp = T — 



B 



oder 

Ne 




Dcosß 



Dfd Ne 



^ ^^^ 2B ^ R' 
wenn B der Halbmesser des BoUkreises. 
Setzt man dies in Gl. 10 ein, so ergibt sich 

{M + Mi+ ß)p = (Mg + Jfj^)sin « — g^g 72 • 

Diese Gleichung ist nach p nicht ohne weiteres aufzu- 
lösen, weil in D nach Gl. 9 die GrOfse p ebenfalls noch vorkommt 
Für alle wichtigeren Fälle aber, in denen ein Fuhrwerk frei läuft, 
ist a und daher auch p:g nur klein im Verhältnisse zu Eins, 
so dafs man mit genügender Annäherung D = M^g setzen kann. 
Mithin wird der Zapfenreibungswiderstand Mig/d:(2B)j und, weil 
N== {M + itfi)^cosa, der Rollwiderstand (if + Jf,)^cosa-€:i2, 
wobei für schwache Neigungen cos a mit Eins vertauscht werden darf. 

Führt man aber, wie S. 280, wiederum die Qleichgewichts- 
Neigung ao ein, welche so beschaflFen, dafs, wenn a = ao, ^ = ist, 
so wird die Summe der beiden Widerstände wieder gleich mit 
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(M + Mi)gsir\aQ, und wenn man dann noch, wie früher (S. 279), 
sina mit a vertauscht, so entsteht 

11) (M+ M^ + fi)p = (Jf + M{)g{a - ao), 

worin auf der linken Seite die Beschleunigung p mit der Summe 
der drei Massen multipliziert erscheint, welche an der Beschleunigung 
p Teil nehmen (ebenso wie bei der Fallmaschine, S. 313). 

Beispiel : Für einen Eisenbahnwagen auf schiefer Ebene sei Mg = 2000, 
M^g = 8000, ßg = 1000 ^«, a = 1 : 200, «o = 1 • 400. Dann wird, wenn 
man auf beiden Seiten der Gl. 1 1 statt der Massen die Gewichte einfuhrt, 

11 OOOp = 10 000^ • V*oo oder 

Ohne Geschwindigkeit losgelassen, wird der Wagen in 10 Sekunden eine Strecke 
^hpt^ = 1,1 ro zurückgelegt haben, innerhalb einer Minute aber 36 mal so 
viel, nämlich 39,6 m . Der Wagen läuft auf dem Gefalle 1 : 200 unter Einflnfs 
der Widerstände ganz so, als ob er widerstandslos sich auf einem um Oq 
schwächeren Gefalle 1 : 400 bewegte. 

d) Das Anhalten der Wagen einer selbstwirkenden Seilbahn, 

eines sog. Bremsberges. 

Hat man beim Bau eines Einschnittes, beim Betrieb eines 
Steinbruches, Bergwerkes oder dergl. Erd- oder Steinmassen nach 



Fig. 407. 




^'^M,g 



einem tiefer gelegenen Orte zu befördern, so kann za diesem Zweck 
eine Seilbahn benatzt werden. Auf dem einen Gleise föhrt ein 
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beladener Wagen Wi hinab und zieht durch das Übergewicht 
der Ladung einen leeren Wagen W2 auf dem anderen Gleise 
empor (Fig. 407). Jeder Wagen ist zu dem Zweck an einem 
Drahtseil (S^ und aSj) befestigt, und beide Seile sind derartig 
um eine am oberen Ende der Bahn gelegte Seiltrommel T 
geschlungen, dafs die Bewegung in der gewünschten Weise vor sich 
gehen kann. 

Zur Regelung der Geschwindigkeit und zum Anhalten der 
Wagen dient eine mit der Seiltrommel verbundene Bremse B, 
deren längerer Hebel H durch ein Gewicht P niedergedrückt wird. 

Der Neigungswinkel der schiefen Ebene sei a; das beladene 
Fuhrwerk habe das Gewicht iü/i^, die Schwungmasse seiner Eäder 
und Achsen, d. h. ihre auf den Eollkreis bezogene Masse, sei ju^; 
für das leere Fuhrwerk seien die entsprechenden Gröfsen i/2^ und 
ju^' Ein solcher Wagen habe auf einem Gleise, wie es in der 
Förderbahn liegt, ein Gleichgewichts-Gefälle olq , d. h. My g • a^ stellt 
die Summe der Zapfenreibungs- und Rollwiderstände des Wagens 
vom Gewicht M^ g dar auf wagerechter Bahn (s. S. 280) ; dann wird 
der Gesamtwiderstand des Wagens auf der geneigten Bahn nur 
Jf 1 g cos OL* «0 betragen, weil der Wagen nur mit der Seitenkraft Jfj g cos a 
auf das Gleis drückt. Soll das bergab laufende Fuhrwerk ange- 
halten werden, so mufs man ihm eine Verzögerung erteQen, die 
einer aufwärts gerichteten Beschleunigung p^ gleichkommt. Im 
Sinne dieser Beschleunigung wirken an dem Wagen die Spannkraft 
Si seines Seiles, sein Widerstand Mig cos a-aQ, während die Seiten- 
kraft Mig sin a seines Gewichtes entgegengesetzt gerichtet ist. Da 
nun die Masse Mi des ganzen Fuhrwerks die Verschiebungs- 
Beschleunigung pi, die Schwungmasse ßi der Räder die gleiche 
Umfangs-Beschleunigung erßlhrt, so wird, wie in Gl. 10, S. 332 

1) (Jfi + jUi) pi = Äj — Migisin a— a^ cos a). 

Das aufwärts gehende leere Fuhrwerk Mog erfährt die gleiche 
Beschleunigung abwärts; gleichwohl möge dieselbe einstweilen 
zum Unterschiede p^ genannt werden. In ihrem Sinne wirken 
Mog sin a und der der Aufwärtsbewegung entgegen gerichtete 
Widerstand M^g cos a • ao; aufwärts wirkt die Spannkraft S2 des an 
diesem Wagen befestigten Seiles; daher wird 

2) (M^ + ^2) P2 = ^2^ (sin a + «0 cos a) — S2 . 
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Aus Ol. 1 und 2 folgen die Seilkräfte 

3) Äi «= Jfj^ (sin a — ao cos a) + (Jf, + ju^) p^ ; 

4) ^2 = M2ff (sin a + «0 cos a) — (Jifg + ju^) p^ . 

Sind A3 und A4 (Fig. 
408) die Spannkräfte des 
Bremsbandes der mit der 
Trommel von Halbmesser r 
verbundenen Bremsscheibe 
vom Halbmesser iZ, so er- 
zeugt die Bandreibung an 
der sich linksherum drehen- 
den Scheibe ein Wider- 
standsmoment 




ö) 



(^4 — S3) Ä = S3 (/"— 1) -B = Ä 






R 



(s. S. 259 und 262). An der Trommelachse entsteht ein Zapfen- 
reibungsmoment Df' VsöJ, wenn D der Zapfendruck, d der Zapfen- 
durchmesser ist. Wegen der Seilsteifigkeit (S. 267) vermindert sich 
der Hebelarm der Spannkraft S^, welche im Sinne der Drehungs- 
richtung der Trommel wirkt, von r auf r — e , während derjenige 
der Seilkraft 8^ sich von r auf r + e vergröfsert. Ist d der 
Durchmwser des Seiles, so setze man (nach Gl. 3, S. 267) e = 6,5 ö^ 
(alle Mafse in Metern). Die linksherum sich drehende Trommel 
mufs beim Anhalten eine rechtsherum gerichtete Winkelbeschleunigung 
€ erfahren. Wird mit ju^ die auf den Trommelumfang bezogene 
Masse der Trommel nebst Bremsscheibe, also mit ju^r^ ihr Träg- 
heitsmoment bezeichnet, so ist (nach Gl. 2, S. 304) 

Bezeichnet man nun die Umfangs-Beschleunigung r-e der Trommel, 
welche gleich den Beschleunigungen p^ =p2 der Fuhrwerke sein 
mufs, zunächst mit ^3, so wird die hierfür erforderliche Band- 
reibung 

7) S,^S,^^{ß,p, + S,-S2-{S, + S.2)^-Df^. 
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Mit den Arm- Verhältnissen des Bremshebels (grofser Arm a, kleiner 
Arm b, rechtwinklig zu ^4 gemessen), ergibt sich dann die er- 
forderliche Belastung P am längeren Hebel za 

8) P=Äi — =(54 — «3)^ — • 

Beispiel : Ein Bremsberg habe auf eine wagerechte Länge von 200 ^ 
eine Höhe von 100 m, dann ist 

tg a = 0,5 ; a = 26 '^ 34' ; sin a = 0,447 ; cos a = 0,894 ; sec a = 1 ,n8 , 

daher die schräg gemessene Länge 200 • l,ii8 = 224m. Der leere Wagen 
wiege 2000*«, der beladene 6000 i^g; Gleise und Fuhrwerk seien von solcher 
Beschaffenheit, dafs das Gleichgewichtsgefalle oder die Widerstandsziffer 
00 = 0,008 gesetzt werden kann. Das Seil habe den Durchmesser ^==2 cm 
= 0,02 m xxnd das Einheitsgewicht ^ = ] ,35 ^/m , dann ist 

6 = 6,6 • <y2 = 6,5 • 0,0«04 •= 0,0026 ™ . 

Die Seiltrommel habe den Halbmesser r = 0,76m. die Bremsscheibe den Halb- 
messer i2= 1,26^. 

Die Wagen sollen sich regelmäfsig mit einer Geschwindigkeit von 1 i^/sek 
bewegen; der Sicherheit halber werde vorausgesetzt, es sei die Geschwindig- 
keit durch einen Zufall auf v = 2^lw\ angewachsen und es müsse nun die 
Bewegung längs eines Weges von s = 2 »» zum Aufhören gebracht werden. 
Dann gilt für die dazu erforderliche Zeit t (s. S. 13): 

8=i-zrt oder t = — : 
2 V 

somit beträgt die Verzögerung 

J? = -T- = x-; also * = 28ekj p=lm/gek^. 

Die Fallbeschleunigung werde durchweg zu ^=10 angenommen; die 
Schwungmasse der Eäder eines Wagens betrage /Zj = y^g = 4:0 ; es wird 
«0 * cos a = 0,008 • 0,894 = 0,007 . Das Gewicht eines ganz abgewickelten Seiles 
beträgt 224« 1,26 = 280 kg. Versteht man unter S^ und S.^ die Spannkräfte 
der Seile an Stellen dicht neben der Trommel, so müssen 
diese den abgewickelten Teilen der Seile die gleiche Be- 
schleunigung erteilen wie den Fuhrwerken; diese Seil- 
gewichte können also den Wagengewichten beigezählt 
werden, u. zw. gilt dies auch bezüglich der Widerstände. 
Das Seil hängt nämlich nicht auf eine grofse Länge frei, 
weil die dazu erforderliche Höhe nicht vorhanden ist, es 
wird vielmehr, damit es nicht auf dem Boden schleife, 
durch EeibungsroUen unterstützt, welche es durch Keibung 
mitnimmt, ohne auf ihren Umfangen zu gleiten (Fig. 409). 
Zum Mitnehmen ist eine ümfangskraft T erforderlich, für welche gilt (s. S. 250/51) 
Nf' V^ ö^i = T» i^i, wenn d^ und 2 B^ Zapfen- und Rollendurchmesser bedeuten. 
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Mit /'=0,o8 und 2Bi=l0di wird dann T:^=0,oo8, ebenso grofs wie oq 
für die Fuhrwerke. Die Wagen sind offenbar am schwersten zu bremsen, wenn 
der volle unten, der leere oben ist; dann mufs man also 

M^g = 6000 + 280 ; M.^g = 2000 ^g , daher 

M^ = 628 ; M2 = 200 setzen. 

Hiermit wird Gl. 3 

8^ == 6280 (0,417 — 0,007) + (628 + 40) l = 2763 + 668 = 3431 kg 
als stärkste Zugkraft im Seile. 61. 4 gibt : 

^2 = 2000 (0,447 + 0,007) — (200 + 40) . l = 908 — 240 = 668 kg . 

Die Trommel habe mit Einschlufs des darauf befindlichen Seiles und der 
Bremsscheibe ein Gewicht von 1600 kg und eine auf den Abstand r = 0,76™ 
bezogene Schwungmasse jn^ = 150 . Der Zapfendruck D der Trommel wird 
wesentlich durch S^ + S.^ bedingt; die Vergröfserung, welche er noch durch 
das Gewicht der Trommel einschl. des aufgewickelten Seiles -erfahrt, kann wohl 
vernachlässigt werden, da dieser Vergröfserung noch eine Verminderung durch 
die Bremsbandkräfte S^ und 8^ gegenüber steht und schliefslich der Einfiufs 
der Zapfenreibung höchst unbedeutend ist. Daher werde D = 5i + iS2 = 4099 
gesetzt; dann wird mit /*=0,o8 und 2r= \0d aus Gl. 7: 

S^_S, = ^/l50. 1+3431 -C68-4099.^_i^l??^\ 

* ** 1,26 ( 0,76 10 f 

= 0,6 (150 4- '431 — 668 — 14 - 33) . 

Hieraus ist ersichtlich, dafs die beiden letzten Glieder (Seilbiegungs- 
und Zapfenreibungs-Widerstaud an der Trommel) verschwindend klein sind. 
Es wird 8^ — S^ = 0,6 • 2866 = 1720 kg. 

Ist /*= 0,18 die Reibungsziffer des Bremsbandes, a := 0,7 • 2 tt der um- 

spannte Bogen, so wird e' =2,21; sind noch a = 3,oo™ und 6 = 0,06» die 
Arme des Bremshebels, so gibt Gl. 8: 

p= 1720.^^^ = 52,3 kK. 

2.21 — 1 o 

Für die gleichmäfsige Bewegung {mit py^=p2=p^ = 0), u. zw. in dem 
Augenblicke, wo der volle Wagen oben ist, also ifi^= 6000; ifg^« 2000 + 280 
beträgt, geben die Gleichungen 3, 4, 7 und 8: 

S^ = 6000 (0,447 — 0,007) = 2640 kg; 

/Sfj = 2280 (0,447 -f 0,007) = 1035 kg; 

S, -A3 = 0,6 12640 - 1035 - (2640 + 1035) • ^ - (2640 + 1035) • ^| 

= 0,6(2640 — 1035 - 13 — 29} = 938 kg; 

p^ = 938 1^^ = 28,6 kg. 
1,21 o 
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Im vorstehenden ist für die Bremse der nngänstigste Fall angenommen, 
dafs die Drehung der Trommel linksherum erfolgt, wobei von den Brems- 
bandkräften die gröfsere am Hebel angreift und von P hervorgerufen werden 
mufs, während die kleinere vom Gestell aufgenommen wird. Bei Eechts- 
drehung aber greift die gröfsere am Gestelle, die kleinere am Hebel an (vergl. 
S. 262). Bei Bechtsdrehung wird also für das Anhalten 

1720 h 1720 0,05 52,s 
P' = — = - — . — i-> = — -^ = 24 kg 

fa . a 1,21 3 2,21 

für den Beginn der Bewegung 

" 1,21 3 2,21 

Es empfiehlt sich nun, ein Gewicht, welches das Mittel aus Pq und Pq' 
ist, d. h. rund 21 1^?, an dem Hebel dauernd zu befestigen. Soll dann die 
Trommel sich rechtsherum in Bewegung setzen, so hat der Wärter den 
Hebel mit 21 — 13 = 8 kg Kraftaufwand zu heben, während er bei der 
Linksdrehung den Hebel dauernd mit 28,6 — 21 = 7,6 kg abwärts zu drücken 
hat. Das Anhalten aus der Kechtsdrehung erfordert ein Niederdrücken mit 
24 — 21 = 3 kg, dasjenige aus der Linksdrehung ein solches mit 52,3 — 21 
= 31,3kg, die der Wärter mit seinem Körpergewichte leicht auszuüben vermag. 

Die Gleichungen 1 bis 7 lassen auch erkennen, was geschehen wird, 
wenn der Wärter des Bremsberges in dem Bestreben, die Wagen möglichst 
schnell anzuhalten, den Hebel einmal ungewöhnlich stark belastet. Dann ent- 
steht eine gröfsere Verzögerung an der Trommelwelle, und es kann infolge- 
dessen vorkommen, dafs das Seil des leeren Wagens spannungslos wird. Nach 
Gl. 2 wird 8.^ = für 

M.2g (sin a + «0 cos «) 2000 (0,447 + 0,007) 
P2 = ^^- = 24Ö = ^'^^•*''- 

Bei der gleichen Verzögerung p^ = 3,8 würde nach Gl. 3 

S^ = 6280 (0,447 — 0,007) + 628 • 3,8 = 5153 kg; 
sie verlangt nach Gl. 6 (mit Ä2 = und D == S^) eine Bandreibung 

S^^ Ss = Y^{l50-d,s + 5153 (1 — 0,0036 — 0,oo8)} = 3400 kg 

und bei Rechtsdrehung der Trommel eine Hebelbelastung 

„ 3400 ,-, 

P=-j ;T7r = 47kg. 

1,21 • bO 

Bei dieser Belastung wird das Seil S^ gerade spannungslos. Belastet man den 
Hebel aber noch stärker, so wird die Verzögerung noch gröfser, und Gl. 4 
würde nun für S^ einen negativen Wert liefern. Da eine negative Spann- 
kraft in einem Seil aber nicht möglich ist, so wird die Kraft S.2 = bleiben, 
das Seil aber nun schlaif werden. Infolgedessen verliert die geometrische 
Bedingung gleicher Geschwindigkeiten und Beschleunigungen von My^ und M, 
ihre Gültigkeit; es erfährt nunmehr jeder Wagen seine besondere Bewegung, 

Keck, Mechanik I. 22 
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Während das beladene Fuhrwerk in kurzer Zeit t^ längs des Weges 8^ 
zur Buhe kommt, läuft der leere Wagen, von dem Augenblicke des stärkeren 
Bremsens an gerechnet, mit der Verzögerung p2 um eine längere Strecke «2 
aufwärts, wobei das Seil um den Unterschied «3 — Si schlaff wird. Dann kehrt 
der leere Wagen unter Wirkung seines Gewichtes die Bewegung um, erreicht 
nach Zurücklegung des Weges «2 — ^1 ^^ ^^^ Beschleunigung p2 eine Ge- 

schwindigkeit v.^ und ein Arbeitsvermögen {M2 + ^^2) ~o~ » welches durch die 

Arbeit der inneren Kräfte des Seiles zu Null gemacht werden mufs.v 

Fügt der Wärter z. B. der festen Hebel-Belastung von 21 kg noch sein 
ganzes Körpergewicht von 75 kg hinzu, so dafs P= 21 + 75 = 96 kg ausmacht, 
so entsteht bei Rechtsdrehung der Trommel eine Bandreibung 

5, - A3 = ?^ (/"^ - 1) = 96 . 60 . 1,21 = 6970 kg. 

Dann wird nach Gl. 6 mit r e = pj und >S^^ = : 

löOpi • r = 6970 jR — ^i (r — 0,oo26 — 0,o8 • 0,i • r) oder 
,_ 6970 « 1,25 ^ ^ 

l50jJi = ^r ü^ 0,9885. 

U,75 

Gl. 1 aber liefert für die Verzögerung p^ des vollen Wagens : 

628 i?! = /Sfj — 6280 (0,44? — 0,007). 

Aus beiden Gleichungen folgt nach Entfernung von Äj : Pi = ll,4ni/gek8. 

Mit dieser Verzögerung wird die Geschwindigkeit von 2 m/sek in der Zeit 

2 2 

*i = — — = 0,18 s«k längs eines Weges 8^ — *j = 0,i8 »» aufgezehrt. 

X 1,4 £1 

Die Verzögerung p^ des leeren Wagens folgt aus Gl. 2 mit Äg = ; es ist 

240i)2 = 2000 (0,447 + 0,007) , 

also j?2 = 3,78 ra/aek» • Mit ihr wird die Geschwindigkeit von 2 ™/gek in der 

2 2*0^^ 

Zeit ^2 = "ö — = ^»^^ **^ längs eines Weges 8.^ = — ^r-^— = 0,53 m aufgezehrt. 

0,78 Z 

Das Seil des leeren Wagens wird also um 8^ — »1 = 0,53 — 0,i8 = O.ss m schlaff. 
Beim Abwärtsrollen hat das leere Fuhrwerk eine Beschleunigung 

MyO (sina — oiQCO^a) 2000-0,44 

und erreicht mit dieser längs des Weges «2 — *i == 0,36 m bis zum Spannen des 

Seiles eine Geschwindigkeit «2 = 1^-1^2' fe — *i) = 1,6 "/sek und ein Arbeits- 
vermögen 240-^2' (*2 — *i) = 308,3 mkg^ welches von dem Seil aufgenommen 
werden mufs. 

e) Gleitbewegung sich drehender Körper anf schiefer Ebene. 

Beim Bollen, wo die Geschwindigkeit des Körpers gegen die Ebene 
an der Berührnngsstelle Null ist, tritt der fieibungswiderstand nur 
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Fig. 410. 



^fi9> 



in derjenigen Gröfse auf, die erforderlich, um das Gleiten zu ver- 
hindern. Ist daher (Gl. 7, S.328) tga<:/(l + — ), so ist T<z/N; 

sind aber die anfänglichen Einzelbewegungen so beschaffen, dafs an der 
Berührungsstelle ein Gleiten stattfindet, so tritt die Beibung in der 
Oröfae fM^ cos a auf; doch wird 
nach einer gewissen Zeit die Gleit- 
bewegung in eine BoUbewegung 
Abergehen, wenn die Bedingung 
für eine solche (Gl. 7, S.328) erfüllt 
ist, und in diesem Augenblicke ver- 
mindert sich dann die Beibung plötz- 
lich. Der Umdrehungskörper habe 
2U Anfang (Stellung I in Fig. 410) 
«ine Drehung mit der ümfangsge- 
«ch windigkeit rcoQ, eine Geschwindig- 
keit des Schwerpunktes c und werde mit diesen Geschwindigkeiten 
auf die schiefe Ebene gesetzt, so dafs an der Berührungsstelle die 
<jesamtgesch windigkeit c — vcoq entsteht. Es sei OrcoQ^ dann 
•wirkt in Fig. 410 der Beibungs widerstand fM^ cos a abwärts, die 
Seitenkraft der Schwere M<j sin a ebenfalls abwärts. Der Schwer- 
punkt erfährt dadurch eine abwärts gerichtete Beschleunigung 

1) ^ = ^ (/ cos a + sin a). 

Die Drehung erfährt nach S. 305 und unter Vernachlässigung des 
Rollwiderstandes eine Umfangsbeschleunigung 




2) 



r€ =/ — g cos a 



In t Sekunden entstehen die Geschwindigkeits-Änderungen 

c — v=pt und r (o) — (0(^) = r£t 
mit dem Verhältnisse 

3) 



C — V p 

reo — rcüQ r€ 



Soll nun V diejenige Geschwindigkeit des Schwerpunktes sein, 
bei der die BoUbewegung beginnt (Stellung II, Fig. 410), so mufs 
ro} = v eingesetzt werden. Hiermit liefert die letzte Gleichung, 

22* 
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nach V aufgelöst: r = — -\ die Zeit U. nach welcher 

® p + r£ ^ 

das Bollen beginnt, ist dann t, = , oder nach Einsetzen von v 

P 

4) <,=^^=^. 

p + re 

Nach dieser Zeit ti ist die Geschwindigkeit an der Berührungs- 
stelle Null, und die Beibung wechselt ihren Sinn. Ist nun die 
Bedingung Gl. 7, S. 328 erfüllt, so wird eine Kollbewegung ein- 
treten. Andernfalls wird die Gleichheit der beiden Geschwindigkeiten 
V und reo nur einen Augenblick währen, aber sogleich wieder auf- 
hören, weil die Beibung nicht hinreicht, sie zu erhalten. — Für 
rcoQ>c wechselt die Beibung in Fig. 410 ihren Sinn, es wird 

M 

^ =^ (sin a— /cos a), r£ = — / — ^ cos a und 

t = — ^ , wie man leicht findet. 

re- p 

Beispiel 1 : Eine Kugel von 0,i m Halbmesser werde nach Fig. 410 mit S«» 
sekundlicher Geschwindigkeit des Schwerpunktes und 2 m Umfangsgeschwindigkeit 
der Drehbewegung auf eine mit a = Vio ansteigende Bahn geworfen. Di& 
anfangliche Gleitgeschwindigkeit ist daher 6 m/sek. Die Eeibungsziffer betrage^ 

/■=o,.. 

In diesem Fall ist cos a annähernd = I zu setzen, sin a = 0,i , M= 2,5 fjL. 
(S. 310), mithin i? = ^ (0,2 -r 0,i) = 0,3 ^ ; rfi = ^-2,6 0,2 = 0,5^. Die Ge- 
schwindigkeit, mit der das Rollen beginnt, ist v = 5,75 m/gek j die entsprechende- 
Zeit 8 — 2 

tl=-r = 0,76 8ek. 

0,8^ 

In diesem Augenblicke vermindert sich die Reibung nach Gl. 6, S. 328 auf 

U,5 

während sie vorher ^I^^Mg betrug. Die Verzögerung der Rollbewegung wirct 
nun (Gl. 5, S. 328) p = ^/i g sin a = 0,o7u ^ = 0,7 . Die Geschwindigkeit wird Null 
nach weiterem Verlaufe von 5,76 : 0,7 = 8,2 s«k, 
während dessen (nach GL 4, S. 12) 5,75 • 4,1 = 23,6"» °' 

zurückgelegt werden. Von dieser Stelle an rollt 
die Kugel mit der Beschleunigung p = 0,7 "/sek» 
rückwärts, soweit die Bahn reicht. — Die Ge- 
schwindigkeitsgesetze sind in Fig. 411 dargestellt. 
Die obere Linie bezieht sich auf den Schwerpunkt, 
die untere auf die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung; beide treffen sieb 
beim Beginne des Rollens. 
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1 a. Hat die Bahn keine nennenswerte Neigung, ist also a==0,. so wird 
während des Gleitens die Verzögerung des Schwerpunktes p = 0,2 ^ ; die 
ümfangsbeschleunigung der Drehung re = 0,5^. Die Geschwindigkeit, mit der 
das Rollen beginnt, wird dann v = 6,3 »/sek, die entsprechende Zeit t^ = 0,87* se^ . 
Mit der Geschwindigkeit v setzt die Kugel die EoUbewegung gleichmäfsig fort, 
wenn kein Rollwiderstand sie verzögert. 

Berücksichtigung des Rollwiderstandes. Während des Gleitens 
wird nach S. 274 und 339 



^) "-{f-i)j> 



cos OL 



zu setzen sein, während des Rollens 

sin OL — ^/f cos 1 



-6) ■ p 



^ + 5 



Xetzteres gibt für a = 0, e = 0,5ram, r=100™™ eine Verzögerung 

= 280 = "''"""/"'"• 

1 b. Ein Umdrehunjjskörper, z. B. eine Kugel, kann auch auf wagerechter 
Bahn so fortgeworfen, fortgeschnellt, werden, dafs sie nach einer gewissen 
Zeit zurückrollt (Billardkugel). Gibt man ihr eine grofse Drehungsgeschwindig- 
l^eit (jjq links herum und wirft sie mit nicht zu grofser Geschwindigkeit c nach 
rechts fort (Fig. 412), so erfährt sie unter Vernachlässigung des Rollwiderstandes 
eine Verzögerung des Schwerpunktes p =: fg^ eine Umfangsverzögerung 
r£ =ifgM:ß] also /j.r£ = Mp, Ist v die Geschwindigkeit, mit der das 
Rollen beginnt, so mufs diese nega- 

tir, d. h. nach links gerichtet sein, Fig 412. 

denn während des Rollens auf wage- 
rechter Bahn kann eine Änderung des 
Sinnes der Geschwindigkeit nicht mehr 
vorkommen. Ist t^ die Zeit, nach der 
das Zurückrollen beginnt, so wird 

*^ «^ ^11 Illlll.ilWIlllllllflllllllll' llllllllllll!IIIIIIIiI|lllll||l||l|<ll|lIfl||||Hl|||JiI|jl 

c -{- V = pt^, rcjQ — V = ret], 

prwQ — crs , c + rtüQ 
mithin V = ^^-1 und t. = — . 

p -{- r£ p -\- rs 

Soll nun die Kugel rückläufig, also t? > sein, so mufs prtoQ > crs oder 
jirwQ > MCf also bei einer Kugel mit ß =: OaM mufs rct/Q > V^c sein. Es 
läfst sich sogar erreichen, dafs v >- c wird, d. h. dafs die Kugel schneller 
zurückrollt, als sie fortgeworfen wurde. Dazu ist erforderlich 





VWq 



(1 + 2 — 1 , bei einer Kugel rw^ >- 6 c. 



} 



Fig. 413. 




^Jt 
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1 c. Sollen der ursprünglich ruhenden Kugel durch eine grofse, nur sehr 
kurze Zeit /q wirkende Kraft P solche Geschwindigkeiten rwQ und c erteilt 
werden, dafs ein Zurückrollen eintritt, dafs also 
firwQ>' Mc wird, so sind dazu Beschleunigungen re^ 
und Pq erforderlich, die in der Zeit ^o ^^ Geschwindig- 
keiten rcjQ und c hervorbringen; es mufs also auch 

Auf die Kugel wirke die Schwere Mg^ der um den 
Eeibungs Winkel ^ von der Normalen abweichende Ge- 
samtwiderstand W der Bahn und die gesuchte Kraft P. 
Die Mittelkraft M dieser drei mufs wage recht gerichtet 
sein, da die Beschleunigung p^ des Schwerpunktes wage- 
recht sein soll (Fig. 413), u. zw. mufs die Lage von It 
sich unterhalb des Schwerpunktes befinden (etwa um T), dann wird 
ßreQ = Bl;r und Mp^ = 22, wobei l> r sein mufs, damit /irsQ^ Mp^^ 
werde. Gegenüber der grofsen Kraft P möge das 
Gewicht der Kugel vernachlässigt werden. 

Der Punkt B (Fig. 414), an welchem der 
Druck P auf die Kugel ausgeübt werden soll, möge 
durch den Mittelpnnktswinkel a bestimmt sein. Übt 
man die Kraft P aus, indem man mit einem leder- 
beschlagenen Stabe bei B in der Bichtung BG 
gegen die Kugel stöfst, oder indem man mit der 
Hand an der Kugel (bei B sie berührend) abwärts 
schlägt, so wird der Stab bezw. die Hand an der 
Kugel gleiten und die Eichtung des Druckes P von 
der Normalen DJB um den Eeibungswinkel ^j, der 
für Kugel und stofsenden Körper gilt, abweichen. 
Soll nun der Schnittpunkt von W und P unterhalb 
der Kugel liegen, so mufs a — ^i > ^ und zugleich ^| 

a > f> + $?! und a < 2 ^1 . 
Der Winkel a mufs also zwischen den Grenzen ^ -\- ^i und 2f>j liegen, und 
es mufs ^1 > ^ sein, d. h. der Körper, mit dem der Druck P ausgeübt wird» 



Fig. 414. 




^llp^mM 






B 



^/a a sein, woraus folgt 



Fig. 415. 



// ^ — , 



fi^ 



mufs rauher sein als die Unterlage der Kugel. 
Ist z. B. f= 0,2 (sp = 11 oj, /i = 0,8 (^1 = 39 0), 
so mufs a zwischen 50 und 78® liegen; es würde 
daher a = 60 ^^ der Bedingung entsprechen. 

Zerlegt man nun den Druck P in einen 
Normaldruck Z" und die Eeibung fi K, den Wider- 
stand W'mN und fN, zerlegt ferner K und /i K 
nach wagerechter und lotrechter Eichtung, so 
wird (Fig. 415), da in lotrechtem Sinne keine 
Verschiebung erfolgt, N=K (cos a-\-f^ sin a) . 
Dann ergibt sich als Beschleunigung des Schwerpunktes nach rechts 

Z'sin a — /"i JfiTcos a — fN 
*» M 




7e. Gleitbewegung sich drehender Körper. 



343 



oder j9o = — (sin a — f^ cos a — /"cos a — /"/"i sin a) 
und die Umfangsbeschlennigung der Drehung 



rsi 



= '-i — = — (/i —/^cos oL — ffi sin a). 



Für das Zurückrollen besteht nun die Bedingung juLr£Q>>pQM; weil aber 
Pq und reo beide mit K verhältnisgleich sind, so kommt es auf die Gröfse 
von K nicht an, sondern nur auf die Winkel a , ^ und ^j . Eine Veränder- 
lichkeit der Gröfse von K, wie sie beim Stofse besteht, bringt keine wesent- 
liehe Änderung. 

Es sei a = 60^, /'=0,2, /'i = 0,8 und beispielsweise K=20Mg 
dann wird 

PQ = 20g (0,866 — 0,8 • 0,5 — 0,2 • 0,5 — 0,2 • 0,8 • 0,866) = 44,6 ; 

rso = 50g (0,s — 0,2 • 0,5 — 0,2 • 0,8 • 0,866) = 275 . 

Wie es sein mufste, ist reQ>2^5pQ. 

Wirkt die Kraft K=20Mg nebst der entsprechenden Reibung f^K nur 
V20 Sekunde, so braucht man die Verschiebung ihres Angriffspunktes nicht zu 
berücksichtigen. Es wird dann c = 44,5 • V«o = 2,23 . r 0^0= 13,75. Mit diesen 
Geschwindigkeiten wird sich die Kugel nach dem Aufhören der Kräfte K und 
fiK bewegen und wird, da nun p = 0,ig und rs== 0,5^, zurückrollen mit 
der Geschwindigkeit 

0,2- 13,76 — 2,28-0,6 



v = 



das Gleiten währt im ganzen 



0,2 4- 0,6 

c + r^o 



== 2,33; 



2,34 sek . 



Fig. 416. 



p -{-re 

Die Umkehr der Kugel erfolgt übrigens schon während des Gleitens. Nach 

der Zeit * = c: (/'^) = 2,23: 1,962 = 1,14 sek und, nachdem die Kugel sich um 

s' = 2,23 • 1,14 • 0,6 = 1,27 m nach rechts 

bewegt hat, ist die Geschwindigkeit 

des Schwerpunktes nach rechts Null 

geworden, kehrt dann während des 

Restes der Gleitzeit, d. h. während der 

Zeit t" = 2,84 — 1,14 = 1,20 wk um 

s" = 2,33 • 1,20 • 0,5 = 1,4 m gleitend 

nach links zurück. An dem um 0,i3 m 

links von der Ausgangsstelle gelegenen 

Punkte beginnt erst das Rollen, welches 

sich dann mit der Geschwindigkeit 2,33 m/sek fortsetzt. Fig. 416 zeigt die 

Geschwindigkeitsgesetze der Bewegungen. 

Beispiel 2: Wirkt auf eine auf wagerechter Ebene anfänglich ruhende 
Kugel eine wagerechte Kraft JT, die um l oberhalb des Schwerpunktes liegt, 
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nach rechts und soll eine Eollbewegnng entstehen, so ist am Auflager- 
punkt ein Widerstand T erforderlich, den wir nach links gerichtet annehmen 
wollen (Fig. 417). Die Beschleunigung des Schwer- 
punktes p (S. 166) und die Winkelbeschleunigung e der Fig. 417. 
Drehung (S. 304) werden dann 

K— T KI+ Tr 

Für Rollbewegung mufs nun re=p sein, oder 

Kfir— Tßr = KMl+ TMr. 
Hieraus bestimmt sich 

Für Z = wird T=K '.\\ -\- ^ = '^n K. Für l = r wird T negativ, 

nämlich T= — X^^ = — «A iT. Soll aber die Kraft K ohne jede Mit- 

Wirkung von T, d. h. auf völlig glatter Ebene eine Rollbewegung erzeugen, 
soll T= sein, so mufs l:r = ß: M= 0,4 sein, d. h. 1 = ^/br. In dieser Höhe 
darf eine Kugel beliebig heftig gestofsen werden, ohne dafs sie unten gleitet; 
sie wird sofort eine Rollbewegung beginnen. 

f) Beschleunigte Schraubenbewegang. 

Die Schraubenbewegung besteht aus einer Drehung um die 
Achse der Schraube und einer gleichzeitigen Verschiebung längs der 
Achse. Sind die Geschwindigkeiten dieser Bewegungen o) und u, 
so ist das Arbeitsvermögen der Schraube ^/iJco'^ + ^/2Mif' 
(S. 324). Weil aber bei der Schraube vom mittleren Halbmesser r 
und dem Steigungswinkel a der mittleren Schraubenlinie die Gang- 
höhe h = 2r7rtga, so ist auch r(otga = ii^ also mit J=jLir' 



1) • 72 (Ja;2 4- Mu^) = V2 (t^ + m]u 



Hiernach würde man für eine ideelle Schraube leicht den Satz 
der Arbeit anwenden können. Der bei wirklichen Schrauben sehr 
bedeutende Einflufs der Reibung kann aber (nach A. Ritter, Techn. 
Mechanik) am leichtesten berücksichtigt werden, wenn man die 
Beschleunigungen der Einzelbewegungen berechnet. 

Die Schraube sei flachgängig und oben mit Schwungkugel- 
Armen versehen (Fig. 418). Solche Schrauben kommen in Präge- 
werken und in Hüttenwerken (zum Zerbrechen von Eisenstäben) vor. 
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Die Schrauben werden durch Arbeiter in die Höhe gedreht und sind 
nicht selbsthemmend, vielmehr gewinnen sie durch ihr Gewicht 
(z. T. unter Nachhülfe der Arbeiter) ein gewisses Arbeitsvermögen, 
welches dann zum Zerbrechen verbraucht wird. Die treibende Kraft 
sei allein die Schwere Mg. Ein Teilchen der Schraubenmutter 
leistet beim Abwärtsgleiten einen Widerstand dTT, der um a — <p 
von der Achsenrichtung abweicht. 



Fig. 418. 




Der Schwerpunkt der Schraube kann sich nur geradlinig 
bewegen; die Beschleunigung f des Schwerpunktes folgt aus der 
Gleichung 

2) Mp^Mg — cos {(x — (p)SdW. 

Die wagerechten Seitenkräfte sin {oL—'(p)dW bilden das treibende 
Kräftepaar für die Drehung; es wird (S. 305, Gl. 4) 

fjire=^ sin (a — (p)SdW, 

Weil aber r(ytga = w, so mufs auch re\^a=p sein, mithin 

3) ^j? = tg a sin (a — <p)SdW. 
Entfernt man aus Gl. 2 und 3 die Gröfe /^TT, so wird 



4) 



/> = 



1 + 



/" 



J[f tg a tg (a — (p) 

Ist die Schraube in aufwärts drehende Bewegung versetzt und 
wird sie dann der Wirkung der Schwere überlassen, so kehrt die 
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BeibuDg ihren Sinn um, es ist — q>' mit -\-q> vi vertauschen, und 
die Verzögerung der aufwärts gerichteten Bewegung wird 

5) p 



1= ^ 



iftgatg(a + 9?) 

Bei einer Spindel mit Schwungkugeln wird nun das Trägheits- 
moment wesentlich von diesen geliefert, und es ist, wenn die 
Schwungkugeln zusammen die Masse Mi haben und im Abstand B 
von der Mitte sich befinden, annähernd J^MiB^; dann wird 
jur*^ = MiB^ und, weil J2 : r meist grofi, auch ju sehr grofs gegen M. 
Aufserdem sind, wenn auch a >> 9? ist , tg a , tg (a — (p) und 

tg (a + q>) immer ziemlich kleine Brüche, sodafs -r^r :r-^ — ; — r 

® ^ ^^ Jf tg a tg (a + (p) 

gegen die Einheit so grofs wird, dafs diese dagegen verschwindet 

Daher kann man mit grofser Annäherung statt der Gl. 4 und 5 

die einfachere Doppelformel 

M _ 

6) P = ^ — tg a tg (a + 9?) schreiben. 

Beginnt die Bewegung mit der Geschwindigkeit Null, so ist 
nachdem die Schraube um h gesunken, 

7) u^' = 2ph. 

Das Arbeitsvermögen wird dann -^ (7^^ — h -Mj 2ph. 

Beispiel: Das Gesamtgewicht der Schranbe betrage 300^9, wovon auf die 
Schwungkugeln 200 ^e kommen mögen. Aufserdem sei tg ^ =/= 0,i ; tg a = 0,a; 
B = 20r. Dann ist tg (a — f) = 0,098, tg (a + f) = 0,806. Ferner ist mit 
genügender Genauigkeit ßr^ = Va MB^, daher ß = Va • 400 M = ^^^s 3f , so 
dafs dagegen if in GL 1 zu vernachlässigen ist. Dann kann auch das Arbeits- 

. . , , . , , ß u^ 20000 3/ 1*2 
vermögen einfacher geschrieben werden j—^ — = —, Die Be- 
schleunigung der Abwärtsbewegung wird nach GL 6 

3 

P = g ^TTfi 0,2 • 0,098 = 0,000074 g = 0,00072 ™/sek2. 
oUU 

Nennt man p^ die Beschleunigung einer reibungslosen Schraube von den 
gleichen Verhältnissen, so ist nach GL 6 (für f = 0) 

^ j. ^ j 1 tff (a — a>) 

JPo = Ö' — tgatga, daher p=Po tg a ' 
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Da nun nach Gl. 7 u^ mit p verhältnisgleich, so ist auch, wenn % und %^ 
das Arbeitsvermögen der wirklichen bezw. der reibungslosen Schraube, 

21 = ^0 "^^ • Will °i8,n daher das Arbeitsvermögen der sinkenden 

Schraube verwerten, so ist iy = -^-^ — der Wirkungsgrad der sinkenden 

Schraube. Es mufs zugleich %^ = Mgh sein, da bei der reibungslos sinkenden 
Schraube nur die Schwerkraft Arbeit verrichtet. Um aber von der Höhe Ä 
sinken zu können, mufste die Schraube um diese Gröfse gehoben werden, und 

weil der Wirkungsgrad der Schraube beim Heben nach S. 287 r)^^ = r — ■^— — r , 

tg (a 4- ip) 

so war zum Heben die Arbeit STi = if o Ä -^-r — erforderlich. Betrachtet 

tg a 

man nun Auf- und Abwärtsbewegung im Zusammenhange, so ist der Gesamt- 

Wirkungsgrad 

'^ - all -tFMT^ -"'*'■ 

Annähernd kann man auch bei der Kleinheit der Winkel a und ^ 

tg (a + ^) = tg oL+f schreiben, dann wird 

0,2 — 0,1 1 - 

^•^=ö7+o7=T=^'^^- 

Derartige Vernachlässigungen sind zulässig, weil ja ^ und f doch in jedem 
Falle nur unsicher bekannt sind. Um die Schraube von 300 kg Gewicht um 

tßT (ot ~l~ v\ 

Ä = 0,1 ™ ZU heben, waren 30 • -^-^ ^ = annähernd 45 ^^ Arbeit aufzu- 

tg a 

wenden. Nach dem Hinabsinken um 0,1™ beträgt das Arbeitsvermögen noch 

30 . ^g (" -^ ^) = annähernd 15 mkg . 
tg a 
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D Zapfendruck. 246. 
E Effekt, sekundliche Arbeit. 247. 
F Flächeninhalt.^ 154. 
G Gewicht eines Wagebalkens. 177. 
H wagerechte Seitenkraft einer 

Stangenverbindung. 203. 
J Trägheitsmoment. 29 ö. 
K Kraft. 32. 
K Triebkraft. 240. 267. 
K Zugkraft für ein Fuhrwerk auf 

wagerechter Bahn. 280. 
Kl Zugkraft für ein Fuhrwerk auf 

einer Steigung. 280. 
K.^ Haltkraft für ein Fuhrwerk auf 

einem Gefölle. 280. 
M Masse eines Körpers oder einer 

Massengruppe. 125. 
Wl oder M Moment einer Kraft, oder 

einer Kräftegruppe. 101. 120. 
N Normalwiderstand. ßG, 
N Normalwiderstand einer Fläche. 

213. 
N Anzahl der Pferdestärken. 248. 
P Gewicht. 200. 
PS Pferdestärke. 247. 
Q Gewicht. 33. 216. 
Q Last. 265. 

B Mittelkraft. 38. 97. 106. 136. 
B äufserer Halbmesser eines Einges. 

153. 



B gröfserer Halbmesser eines Spitz- 
zapfens. 253. 

B Halbmesser eines Wagenrades. 
278. 331. 

S Spannkraft einer Stange. 106. 
Si und 8.2 Spannkräfte in einem Seile. 
64. 258 263. 

T Reibungswiderstand. 213. 

V Rauminhalt eines Körpers. 159. 
W Gesamtwiderstand einer Fläche. 

214. 
X Kräftesumme in der a;- Richtung. 
64. 

Y Kräftesumme in der y- Richtung. 

64. 
Z Kräftesumme in der ^-Richtung. 
64. 

a Länge eines schwingenden Kör- 
pers. 320. 

c Geschwindigkeit, besonders gleich- 
bleibende. 5. 

c Geschwindigkeit, Anfangs-. 11. 
cm Zentimeter. 7. 

d Zapfendurchmesser. 265. 

e Arm des Seilbiegungswiderstandes. 
266. 

e Arm des Rollwiderstandes. 274. 

e Abstand des Schwerpunktes von 
der Drehachse. 296. 
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f Reibungsziifer. 213. 

g Fallbeschleunigung. 33. 

h Steighöhe. 37. . 

h Höhe eines Dreiecks. 149. 

h Höhe eines Trapezes. 150. 

h Höhe einer Pyramide. 157. 

h Ganghöhe der Schraube. *282. 

i Trägheitshalbmesser. 296. 

k Ziffer der Massenanziehung. 55. 
km Kilometer. 7. 

l Wurfweite. 51. 

l Hebelarm. 98. 

l Fadenlänge eines Pendels. 76. 

l Schwingungslänge eines Pendels. 
307. 

m Masse eines Punktes. 32. 34. 

m Meter. 7 
mkg Meterkilogramm. 44. 
min Minute. 7. 

n minutl. Anzahl der Umdrehungen. 
248. 

p Beschleunigung. 11. 32. 

p Druck für die Flächeneinheit. 

248. 252. 
2>,j Normal- oder Zentripetal - Be- 
schleunigung. 61. 
p^ Tangentialbeschleunigung. 61. 
p^ Umfangsbeschleunigung. 305. 

q^ Seitenbeschleunigung. 23. 

r Halbmesser eines Kreises. 153. 

r Erdhalbmesser. 57. 

r innerer Halbmesser eines Einges. 
153. 

r Halbmesser einer Kugel. 156. 

r Zapfenhalbmesser. 246. 

r Halbmesser der mittleren Schrau- 
benlinie. 283. 

r Eollenhalbmesser. 265. 

r Mittelbeschleunigung. 23. 

r scheinbare Beschleunigung. 85. 

s Wegeslänge. 3. 

8 Länge einer Linie. 147. 

sek Sekunde. 7. 

std Stunde. 7. 

t Zeit. 3. 



t Schwingungsdauer eines Pendels. 

78. 307. 
u Seitengeschwindigkeit. 19. 
u Geschwindigkeit eines Raumes. 81. 

V Geschwindigkeit, besonders ver- 

änderliche. 6. 

V Endgeschwindigkeit. 12. 

v Mittelgeschwindigkeit. 21. 

w Seitengeschwindigkeit. 19. 

10 scheinbare Geschwindigkeit. 81. 

w Widerstandsziffer für Seilrollen. 
267. 

X Länge einer Seitenbewegung. 18. 
^oi Voi ^0 Koordinaten des Mittel- 
punktes von Parallelkräften und 
Massen. 143. 
^05 2/o» ^(y Koordinaten des Schwer- 
punktes. 145. 

y Länge einer Seitenbewegung. 18. 

z Länge einer Seitenbewegung. 18. 

J t Zeitraum. 6. 

a Neigungswinkel gegen die Ab- 
szissenachse. 5. 

a halber Mittelpunkts winke 1. 148. 

a Neigungswinkel der schiefenEbene. 
216. 

OL von einem Seil umspannter Bogen. 
258. 

OL Steigungswinkel der mittleren 

Schraubenlinie. 282. 
20 Gleichgewichtsneigung oder 

Widerstandsziffer für ein Fuhr- 
werk. 280. 
«1, «2 Keilwinkel. 234. 

ß Neigungswinkel gegen die y- Achse. 
23. 

ß halber Kantenwinkel der scharf- 
gängigen Schraube. 288. 

Y Neigungswinkel gegen die 2^- Achse. 

23. 

Y Dichte, Gewicht der Raumeinheit. 

55. 147. 
d halber Keilwinkel. 233. 
d halber Keilnuten winkel. 22 1. 



350 Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Bachstaben. 



eJ Dicke einer Platte. 148. 298. 
e Winkelbeschleanigung. 303. 
7j Wirkungsgrad. 240. 
fi anf einem Abstand r bezogene 

Masse. 296. 
p Krümmungshalbmesser. 61. 
^ Reibnngswinkel. 214. 
<p Eeibungswinkel für die Bewegung 

in Keilnuten. 221. 
40 Winkelgeschwindigkeit. 87. 



21 Arbeit. 42. 

^^ Arbeit der inneren Kräfte. 167. 

Slj,. Arbeit der äufseren Kräfte. 167. 

3 geometrisches Trägheitsmoment 
einer Fläche, wenn dasselbe von 
dein eines Körpers (J) unter- 
schieden werden mufs. 302. 

Wl Eeibnngsmoment 247. 
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Alphabetisches Inhaltsverzeichnis. 

(Die Ziffern geben die Seitenzahlen an.) 



Achsen, freie. 317. 

Achsenstrecke eines Kräftepaares. 1 33. 

Achswiderstände hei der Dreh- 
bewegung. 315. 

d'Alembert's Satz. 163. 

Anziehung der Massen. 54. 

Arbeit 31^ der inneren Kräfte. 167. 

Arbeit der Schwerkräfte einer Massen- 
• gruppe. 162. 

Arbeit 91 einer Kraft. 42. 

Arbeit, sekundliche E, 247. 

Arbeitseinheit. 44. 

Arbeitsvermögen. 44. 168. 323. 

Arbeitsvermögen einer Rollbewegung. 
326. 

Arbeitsvermögen eines starren Kör- 
pers. 324. 

Auflagerdruck. 186. 

Balken auf 2 Stützen. 186. 
Bandbremse. 261. 
Beschleunigung. 11. 15. 32. 
Beschleunigung der Schwere. 33. 58. 
Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. 

65 
Bewegung eines freien Körpers. 324. 
Bewegungen, Zusammensetzung der — . 

17. 
Bewegung, fortschreitende. 79.. 



Bewegung, geradlinige. 3. 

Bewegung, gleichförmig beschleunigte. 
11. 

Bewegung, gleichförmige. 5. 

Bewegung in Keilnuten. 221. 

Bewegung, krummlinige. 25. 47. 

Bewegung, scheinbare (relative). 78. 

Bewegungs-Gesetz. 3. 

Bewegung, ungleichförmige. 6. 

Bewegung, vorgeschriebene — in lot- 
rechtem Halbkreise. 72. 

Bewegung, zusammengesetzte. 17. 

Bewegung , zusammengesetzte , Ver- 
schiebung und Drehung. 323. 

Bremsberg. 332. 

Bremszaum. 255. 

Brücken wage. 211. 

C siehe Z. 

Dichte ;'. 55. 147. 
Differenz-Flaschenzug. 270. 
Drehachse, Widerstände einer — . 315. 
Drehmomente 3Jl. 98. 
Drehung, ungleichförmige. 303. 
Dreifach unterstützter Körper. 188. 
Drucklinie einer Keilgruppe. 235. 
Drucklinie eines Gewölbes. 242. 
Dynamische Standsicherheit. 192. 
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Ebene, schiefe. 216. 
Effekt E, 247. 
Energie. 44. 168. 323. 
Erdmasse. 59. 
Ergänzungskräfte. 84. 88. 163. 

Fahrpläne. 8. 

Fallbeschleunigung g, 33. 58. 
Fallbeschleunigung, scheinbare — an 

verschiedenen Stellen der Erde. 94. 
FaUbewegung. 35. 
Fallmaschine. 313. 
Festklemmen eines Stabes zwischen 

2 Flächen. 229. 
Flaschenzug. 268. 
Flutkurve. 9. 
Fuhrwerke. 273. 
Fuhrwerke, beschleunigte Bewegung 

der — . 330. 



Gelenkstangen-Verbindung. 194. 
Geschwindigkeit. 5. 6. 
Geschwindigkeit, mittlere. 6. 
Geschwindigkeitsgesetz. 10. 
Geschwindigkeitshöhe. 36. 
Gewicht. 33. 94. 
Gewicht, Arbeit des Gewichtes einer 

Massengrappe. 102. 
Gewölbe. 242. 
Gleichgewicht aufgehängter Körper. 

171. 
Gleichgewicht eines Punktes. 62. 
Gleichgewicht ; sicheres , unsicheres 

und unentschiedenes. 172. 173. 
Gleichgewichts - Neigung «q für ein 

Fuhrwerk. 280. 
Gleichgewicht starrer Körper. 169. 
Gleichgewicht unterstützter Körper. 

173. 
Gleitbewegung sich drehender Körper 

auf schiefer Ebene. 338. 
Gravitation. 54. 
Guldin'sche Regel. 160. 
Gnteverhältnis tj. 218. 240. 



Halbkugel auf schiefer Ebene. 220. 
Hängebrücke. 208. 
Hebel. 175. 
Hebelarm. 98. 
Hebelwage. 176. 

Kegelpendel. 68. 322. 

Keil. 233. 

Keile, mehrere. 234. 

Keillager. 249. 

Keilnuten, Bewegung in — . 221. 

Keilnutenräder. 257. 

Keilpresse. 238. 

Kettenbrücke. 186. 208. 

Kettenlinie, parabolische. 205. 

Klemmen eines Stabes zwischen zwei 

Flächen. 229. 
Kraft. 32. 

Kraft, lebendige. 44. 168. 323. 
Kraft, Parallelverschiebung einer — . 

135. 
Krafteck. 41. 103. 105. 106. 
Kräftegruppe, Zentralachse einer — . 

139. 
Kräftepaar. 108. 109. 113. 
Kräftepaar- Achse. 133. 
Kräftepaare, Zusammensetzung der — . 

i:^0. 

Kräfte-, Parallel im Räume. 142. 

Kräftezusammensetzung im Räume. 135. 
Kräfte, Zusammensetzung paralleler — . 

106. 111. 
Kran, Kräfte an dem Drehzapfen. 187. 

Lebendige Kraft. 44. 168. 323. 
Leistung E einer Kraft. 247. 

Masse. 34. 

Masse, auf einen Abstand bezogen, fi. 

296. 
Massenanziehung. 54. 
Massengruppe. 162. 
Massen-Mittelpunkt. 144. 
Massenpunkt m. 1. 
Materieller Punkt m. 1. 
Mechanik des Massenpunktes. 3. 
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Mechanik starrer Körper. 95. 
Mechanische Arbeit ^. 42. 
Meterkilogramm mkg. 44. 
Mittelbewegnng. 17. 
Mittelkraft. 38. 

Mittelpunkt der Massen. 144. 163. 
Mittelpunkt von Parallelkräften. 143. 
Moment, Drehmoment oder statisches 

m. 98. 
Moment, statisches — einer Masse. 145. 

Normal-Beschleunigung p^. 61. 
Normalwiderstand N. 66. 213. 

Pappus-Guldin'scher Satz. 158. 
Parabolische Bewegung. 59. 
Parallelepiped-Gesetz. 18. 22. 40. 
Parallelkräfte im Räume. 142. 
Parallelogramm-Gesetz. 17. 20. 23. 38. 
Parallel Verschiebung einer Kraft. 1 35. 
Pendel, einfaches. 76. 
Pendel, Kegel- — . 68. 322. 
Pendel, physisches. 305. 
Pferdestärke. 247. 
Pochstempel. 228. 
Prony's Zaum. 255. 

Regler, Schwungkugel . 90. 

Reibung. 213. 293. 
Reibungskegel. 214. 
Reibungsring. 227. 
Reibungsrollen. 250. 
Reibungswage. 254. 
Reibungs win kel. 214. 
Reibungsziffer. 2 1 3. 
Relative Bewegung. 78. 
Reversions-Pendel. 310. 
Riemenscheiben. 262. 
Rollbewegung auf schiefer Ebene. 326. 
Rollwiderstand. 273. 

Satz der Arbeit. 166. 
Satz von d'Alembert. 163. 
Satz von der Bewegung des Schwer- 
punktes. 165. 
Scheinbare Bewegung. 78. 

Keck, Mcehuiik I. 



Schiefe Ebene. 216. 

Schnell wage. 179. 

Schraube. 282. 

Schraube, flachgängige. 283. 

Schraubenbewegung,beschleunigte.344. 

Schraube, scharfgängige. 288. 

Schwerkräfte, Arbeit der — einer 

Massengruppe. 1 62. 
Schwerpunkt. 144. 165. 
Schwerpunkts-Bewegung. 165. 
Schwingungsdauer eines Pendels. 78. 
Schwingungsläuge eines Pendels. 307. 
Schwungkugel-Regler. 90. 
Seilbiegungs- Widerstand. 266. 
Seileck 103. 105. 106. 
Seilpolygon. 103. 
Seilreibung. 258. 
Seilrolle, beschleunigte Bewegung 

einer — . 312. 
Seilrollen. 264. 
Seitenkraft. 38. 114. 
Spannkraft S einer Stange. 196 
Spitzzapfen. 253. 
Spurzapfen. 251. 
Stabilität. 172. 192. 
Standsicherheits-Moment. 189. 
Stangen- Verbindung. 1 94. 
Statisches Moment Wl' 98. 
Statisches Moment einer Masse. 145. 
Steighöhe eines aufwärts geworfenen 

Körpers. 37. 
Steinzange. 231. 
Stützspindeln. 287. 
Stützzapfen. 250. 

Tafelwage. 190. 212. 
Tangential-Beschleunigung p^. 61. 
Tür, Aufhängung derselben. 186. 
Tisch, Gewichtsverteilung. 188. 
Trägheit 31. 

Trägheitshalbmesser i. 296. 
Trägheitsmoment J. 295. 

Umkehrungs-Pendel. 310. 
Unterstützung in einer ebenen Fläche. 
190. 

23 
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Verrückung. 79. 
Verschiebung. 79. 
Verzögerung. 12. 

Wage. 176. 
Walzen. 277. 
Wechselwirkung. 34. 
Wegeslängen-Kurve. 4. 
Widerstandsziffer (Xq für ein Fuhrwerk. 

280. 
Widerstandsziffer w für Seilrollen. 267. 
Winkelbeschleunigung e. 303. 
Winkelgeschwindigkeit w. 87. 
Wirkungsgrad tj, 240. 
Wurfbewegung. 48. 

Zapfenreibung. 246. 
Zaum, Prony's. 255. 



Zeichnerische Zusammensetzung von 

Kräften. 102—108. 
Zeigerwage. 1 78. 

Zentralachse einer Kräftegruppe. 139. 
Zentrifugalkraft. 88. 
Zentrifugalmoment. 316. 
Zentripetal-Beschleunigung p^. 61. 
Verlegung einer Kraft. 114. 
Zusammensetzung der Kräfte. 40. 96. 
Zusammensetzung paralleler Kräfte. 

106. 111. 
Zusammensetzung von Bewegungen. 17. 
Zusammensetzung von Kräften im 

Kaume. 135. 
Zusammensetzung von Kräftepaaren. 

130. 
Zusammensetzung von Parallelkräften 

im Räume. 142. 
Zweifach unterstützter Körper. 187. 
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